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Par E. CARTAN. 


CHAPITRE V. 
L'UNIVERS DE LA GRAVITATION NEWTONIENNE 
} ET L’UNIVERS DE LA GRAVITATION EINSTEINIENNE. 


La forme invariante des lois de la gravitation newtonienne. 


70. Nous avons vu au Chapitre I qu'il était possible, et d’une infinite 
_ de manières, de ramener la gravitation newtonienne à la Géométrie en 
_ attribuant à l’Univers une connexion affine convenable. Dans cette 
> conception l'Univers est une variété à quatre dimensions dont la con- 
nexion affine satisfait a priort aux conditions exprimées par les for- 

. mule x 

TAITESS (1) z + wz dt, w= 0, 
+ désignant le temps universel. On peut ajouter à ces conditions celles 
_ qui expriment que l’espace est métrique, ce qui se traduit par les 
Ann. Ee. Norm.,.(3), XLI. — JANVIER 1924. - ; Ses À 
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relations 


(2) wo} + wi — 0 (LI EAST 


Nous dirons qu’une variété satisfaisant uniquement aux condi- 
tions (1) est à connexion galiléenne, et qu’elle est à connexion newto- 
nienne si elle satisfait en outre aux conditions (2). LA = 

Comme nous l’avons vu (n° 16-17), les phénomènes mécaniques 
sont compatibles avec une infinité de connexions affines distinctes : 
on peut ajouter aux w!, w! des quantités &;, o’, sous la seule condi- 
tion que les trois formes quadratiques en w°, w', w?, w*, 


(3) wo) + oo! + oa) + ww, 
soient idéntiquement nulles. 

71. Cela posé, considérons d’abord un Univers à connexion gali- 
léenne, avec espace non nécessairement métrique. Parmi toutes les 
connexions af fines mécaniquement équivalentes, il y en a une et une 
seule comportant une torsion nulle. 


En effet, les composantes de la torsion, dans la connexion affine la 
plus générale compatible avee l'expérience, sont 


QF = + [woah] + [oto] + Lo" 3] + [ows] en ae 


en désignant par Q! les composantes de la torsion dans une connexion. 
affine particulière. Les six équations en o/ 


wo) +0! a! + wo) + wo — 0, 
[w°os ] + [otwi ] + [o?w, | + Low, ] =— Qi 


admettent une solution et une seule, à savoir 


— Ho pars: J=1,2,3). 


Si nous considérons maintenant un Univers à connexion newto- 
nienne, les conclusions sont nécessairement modifiées, : PEU les 
expressions / satisfont aux relations supplémentaires . 


mi+mi=o. (i= 1, 2,3), 
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es 


Parma toutes les connexions affines mécaniquement équivalentes, il y 
en a une et une Seule annulant la forme scalaire 


| | | | Lo, 1] + [0.22] + [os Q?]. 


On a en effet à résoudre les équations 
WD) + DD) + ww, + HE =o, 


[atom] + [oo wie] + [ae] + 2[ 0? o> We3] + 2[ 0° ows] + 2[0'w?5,;] 
pees J+ [o?2,] + [o's]. 


Les trois premiéres de ces équations donnent {n° 17) 


Eure 2 . a> 
Dy rot ge, 4. 0 = po rot, Lo on Ai eee 


Le Dos PO + Awt, Dy=Qo0+ ho, Dia = ra + ho, 
et en portant dans la quatrième, on obtient 


6h = Ajo3 + M Au ie 
Ap = Asox— Avs, = 4 =Atos—Asory — 47 = A2o1 — Ac 


Par conséquent dans l’un et l’autre cas, parmi toutes les connexions 
affines mécaniquement équivalentes, uy en à une au u plus comportant 
- une-torsion nulle. 
Or dans la théorie classique 4 la gravitation newtonienne, il existe 
précisément une connexion affine de l TRES à torsion nulle; € est 
celle qui est fournie par les formules 


= di, wt—=dx, = dy, << wi az, 


Gi ee ae ae ee ra 
a4 | oe (és y Sg à : = 


| où!’ on a du par XVe Z les composantes de l'accélération due à la 
_gravitation par rapport à un système de référence de Galilée fixe. Nous 
dirons-donc que les équations (4) définissent la connexion affine de 
l'Univers de la gravitation neslontienne. 


‘72. Nous allons maintenant chercher à caractériser cet Univers par 
Pa? des propriétés invariantes, c’est-à-dire indépendantes de tout choix en 
3 chaque pon d’Univers d'un système de Done particulier. Remar- 
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quons tout d’abord que dans cet Univers l’espace est métrique s e’eat 
notre espace euclidien. Nous allons donc parma tous les Univers à con- 
nexion newtohienne (c'est-à-dire comportant un espace métrique) et à 
torsion nulle, caractériser celui de la gravitation newtonienne. 

Si nous caleulons à l’aide des formules (4) les formes Q;, Q,; qui 
définissent la courbure de l'Univers, nous obtenons immédiatement(") 


(5) Qi ——[4X dt], Q5 ——[dY dt], (Q3 =—[dZdt], 
(1) Q33 = Qu = Qys= O.-. 


La loi d’après laquelle la gravitation dérive d’un potentiel se traduit 
par la relation 


(11) [or 2)] + [223] + [os 25] = 0: 
la formule de Poisson se traduit ensuite par 
(UD) [ou Q]+ fore! Q2] + [o'a?Q3]— hr fplototora], 


f désignant le coefficient de l'attraction universelle ct 9 la densité de 

matière; le second membre de cette dernière relation est, au facteur 

Arf près, l'action élémentaire dm dt. | 
Nous allons montrer : 


1° Que les relations (1), (II), (HT) ont un caractère invariant pour 
toute variété à connexion newtonienne et torsion nulle; 

2° Qu’elles caractérisent l'Univers de la gravitation newtonienne, 
supposé de torsion nulle. 


73. Caractere invariant des relations (1), (Il), (HI). — Le temps 
ayant une signification absolue, les sections de l'Univers ¢ = const. ont 
aussi une signification absolue : elles définissent l’espace (variété 
métrique à trois dimensions) aux différents instants de la durée. La 


D ee 


(1) Les expressions obtenues pour les 24 montrent qu’un Univers newtonien dont le 
champ de gravitation est à chaque instant uniforme n’a pas de courbure. Le fait que, 
lorsqu'un système matériel est plongé dans un champ de gravitation uniforme, il est 
impossible, par des expériences mécaniques faites à l'intérieur du système, de déceler 
ce champ de gravilation, montre bien que nous percevons seulement la courbure de 


l'Univers, manifestée physiquement par les variations du champ de gravitation. Cf. 
Chap. I, p. 335, note (3), 
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structure de l’espace, à un instant donné, est fournie par les formules 


(ut) = [ut wi ] + [oo ‘1+ [Lo ws | Ceri ah 
(wi) = [ui PE 


Les relations (1) expriment alors qu'à tout instant l espace est eucli- 
dien : elles ont donc un caractère invariant. 
Considérons maintenant les trois formes Q!, Q!, Of. A tout contour 
fermé infiniment petit décrit dans l’espace-temps est associé un dépla- 
“a cement affine infiniment petit du systéme de référence attaché à un 
point de ce contour; les composantes Q:, Q!, Q? étant nulles, cela 
signifie que le trièdre trirectangle qui, den: le système de référence 
_ attaché au point considéré, sert à localiser les points dans l’espace, ne 
+ change pas, mais que sa vitesse de- translation rectiligne et uniforme 
est augmentée du vecteur d’espace (Q, ). 
Autrement dit, le vecteur d'espace e;Q' est un ingariant intégral vecto- 
riel attaché al’ Univers. ; 
D autre part, la torsion étant supposée nulle, on à 


[ua 1 Ss ipe Sag ie ny 


€ ’est-à- dire, en vertu de GE); 


= 


VS = Le | Lui] =0 (0. 


ES . è. 


= Cela étant, si l’on considère le vecteur d’Univers 


UE cn 


quel ae soit ce systéme de reférence, le produit s scalaire 


[24] + EE + re o] 


à > 5 £  - 2% 


. 


Re" à 2 Ate Gases à ces trois équations, on. peut interpréter les relations (I) en disent qu'à 


> on pourrait dire aussi que l'équipollence de deux vecteurs d’ espace à une signification 
: absolue valable pour toute la durée. On démontrera facilement nee ces deux énoncés 
Sas sont équivalents dans un-Univers de torsion nulle. | 


sa composante d’ espace dépend du Gt de référence choisi; mais 


chaque instant t, l'équipollence de deux vecteurs d'Univers a une signification absolue; 


6. LE RSR LE CARTANS LR IN fs. SROTEONSNS 


Fe de cette composante a’ espacé par le vecteur @; a reste toujours e 
mème, puisqu’un changement du système de reference. altére les trois — 
à projections de cette composante d’espace de termes en w° et que les 


Bae [w°Q] sont nuls d’ AE CY}. La relation ans done bien un carac 
24 | | tère invariant. | ; SE se 
: Enfin le premier membre te la reli (LI) helt Vobteniren pare PSS 


RTS tant de la RARE d'espace du sysième de bivecteurs ot 
1e 1 * | nes 


+ fam dm] = [ovei][o"a'] +[everioto"] + [ever] fare'] + foxes ren 
+ [eves] [ut a 1 + [eves] [" of], er = 


: et en la multipliant éHaribaramant par le vecteur cee e{ | ce 
qe donne le HAL ( PAAUSIEP Age E Rec RE 


: sn [overex] [a sO Chath + otek ee 


es 


us _ 


* - ra 


SNS Ja mesure is ce ie ne dépend pas du AE du système me 
pare “référence, car un changement de repére ne ferait « ae 1e Lie es 
Moy _ contenant w* et qui seraient nuls d'après (IV). se sae ees 
ESE Le Nous avons donc bien démontré le caractére invariant ds relations | SE : 
PRES tl (ml) pone une variété à à connexion en et torsion 
“nulle: - ego AVES PARU ae 


…. a Se D . 
Sas TA. Les uns (b, an, ay caractérisent DUnivars à de la 
& an F5 tion newtonienne. — Supposons en effet un Univers sans 


connexion newtonienne ; les relations (I) : montrent que Ve s 
. constamment euclidien. Un vecteur despa ace transporté par éq 
* _ lence Je long d'un chemin quelconque aura des coordonnées £ 


. Aer 
LE Ce LE ARS -- ne \ oa Zz ss « - 
= Dai LES era ? = mis ‘a mae $ + 


Ps variant de manière as satisfaire aux relations nt 
nf fcas 0 pra 6 REA F4 AREA 
; Le 2 ms = = : | a 7 Ais a : ra = 5 
La # Se om Se oe? ee Ps RnB ol + Pal rte = 9; vo À Le =. 


“h 2 + 2 es 
Re Stes Apr i 
FA ee 


be perme 2 ces HR sont eowplétement intégrables en vertu d 


Wi LE pourra done, une fois choisis les axes d'espace e,, 8, 5: ses en un} - 


- #\> 


4 “ - A EURE, de l'Univers, les choisir en tout autre point 
qu ‘ils soient pre eanipolloate entre eux, quelque: 
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parcoure ('). Autrement dit on pourra supposer 


Roe i ies 
02 — 3 — 06, = 0, 


Les formules 
to [dtoi] io [ata ] + Cow? wo] a [03 0! ] 


montrent alors que, si l’on suppose ¢ constant, w’ est une différentielle 
exacte. On peut donc poser 


o1= dx — a di, o? = dy — b dt, o®—ds—cdt. 


On peut supposer les coefficients a, b, c nuls en choisissant conve- 
nablement le vecteur de temps e,, ce qui donne simplement 


ot dl; oe Sax; wo? = dy, Wem az, 


La torsion étant nulle, ona 
(w') = [dt], 
d’où 
| o,=—Xdt, © oj ——Yde, wi —— 7 dt; 
par suite | 


Qi [aX dt], Q2=—[dYde], © 23=~—[dZ dt]. 


Les formules (II), qui s’écrivent 
AS [(dx dX + dy dY + dzd1) dt] = 0, 


montrent que Xdx + Y dy + Zdz est, pour t constant, une différentielle 


exacte dV; on a donc 
| ov av av 
| ; x == Ox’ v= 97’ Ar > 


Enfin la relation (IIL) donne 
3 OV OV dV | 
map de UP 
Nous retrouvons donc toutes les lois de la gravitation newtonienne (*). 


ae ee ee 
(1) C'est ce qu’exprime le second énoncé de la note précédente (p. 5). re 

(2) Il ya naturellement à ajouter les conditions que le potentiel V s’annule a l'infini. 
Une remarque analogue sera à faire en ce qui concerne la gravitation einsteinienne. 
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La quantité de mouvement d’un point de masse m est 


et les équations dé son mouvement, en supposant ce point soustrait à 
l’action de toute force donnée, sont 


d dx dy ER eae 
(e+ 0:5 dt + 0, FT Ole a= 0, 


- dt 
c'est-à-dire 
HE ONE dy ov LE) Pre 
dt? ox.’ dû” dy : dt 03. 


75. L’utilisation d’axes mobiles en Mécanique newtonienne. — Pour 
éclairer davantage ce qui précède, cherchons à déduire des lois inva- 
riantes (I), (JI), (HE) de la gravitation newtonienne la forme que 
prend la Dynamique du point placé dans un champ de gravitation, 
lorsque les systèmes de référence de Galilée utilisés à un instant ¢ aux 
différents points de l’espace sont équipollents entre eux : cela a un 
sens, car si on laisse ¢ constant, les composantes de la courbure de 
l’Univers sont identiquement nulles (‘).. 

L’hypothése faite revient à supposer que, lorsque dt = 0, ona 


RS eae 
0) = of = 0; 


par suite w', w?, w* sont, dans les mémes conditions, des différentielles 
exactes. On peut donc poser 


w= dt, o'—dxe+adt, = dy + b dt, w— ds + edt, 
o4 =— X dt, 0) =— Ÿ dt, bi = — dt, 


3 =— oj} p di, Dj =—wi=qdt, of =—o,=—rdt, 


Les formules 
(of)’=[w'ai}+[o*oi]  (¢=1, 2,3) 
TT TT 


(*).-Cf. la note de là page 5. 


N 
VARIETES A CONNEXION AFFINE. THÉORIE DE LA RELATIVITE GENERALISEE. — ay 
donnent alors 
da=—rdy+qdz + dit, 
db = — p dz + r dx + pdt, 


de = — q dx + pdy + vdi, 


en introduisant trois nouveaux coefficients À, u,v 
Les relations (D) donnent, 


[dpdt]=o [dqdtj=o,  [drdt]—o, 


ce qui prouve que Ds q, 1 ne dépendent que de z. 
On en beaut 
EP ae ree 
=re—ps+n, 
c=py—qe+s, 


j 


avec trois nouvelles fonctions £, 4, € de la seule vari lable ¢. 
Les relations (II) montrent ensuite qu'on a 
ov NÉE TAN 
X= De Yas 125 


et enfin la relation (HI) donne ree 5 


OV VV 
de on TE 
On voit que tout se passe comme s’il existait à à chaque instant un 
système de référence de Galilée valable pour tout l’espace; a, y, z 
désignent les coordonnées d’ espace par rapport à ce système. La quan- 
tité de mouvement d’un point de masse m a pour composantes d’es- 


pace m oo ce ét dire 


3 (de E ae - mm CHERE PTE * 
m Te =e 9's JAN CRE di PF} 
L dz + 
m|{—=-+ 9.2 I, 
| Gi igi ) : 
ces expressions mettent en évidence la vitesse d’entrainement due au 
“mouvement du trièdre-de référence. Les équations du mouvement du 


Ann, Ec. Worm.; (27; XLI. — JANVIER 1924 eee | 2 
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point sont 


d 


e,+e ie t+ E+gs—ry) 
TA es STE 


d 
+ 6: (2 -+N+ Tax — ps :) +0,(G+e+py—92) |= 


en tenant compte des relations 


‘ V 
de,=— Taies À a dle3, 


de, = r dte; — gq dte:, 
de; = p dte; — r dte;, 
de; = qdte,— pdtes, 


la première des trois équations devient 


PAT OY. dz ay dé 
GF get? ai) at 


= (gra + pay pra= 


dq, _dr 
+9tara+ Pa Te 


On retrouve les formules classiques dans lesquelles interviennent la 


force due à la gravitation m => la force centrifuge composée et la 


force d’inertie d’entrainement. Toutes ces Fe ces sont fictives au même 
titre les unes que les autres. 


La forme invariante des lois de la gravitation einsteinienne. - 


76. Dans la théorie de la gravitation d'Einstein, l'Univers est regardé 
comme une variété dont les systèmes de TS se reperans entre 
eux comme dans la relativité restreinte. Nous dirons que c’est une 
variélé à connexion einsteinienne, ce que nous traduirons par les for- 
mules 


(6) / wp = C7 Wy; @} +o; =0 Con Raa rae a 


où c désigne, en unités C. G. S., le nombre 3.ro'°. 
Le ds? de cette variété est 


680)? — (ot)? — (wt)? (ut); 


ok 
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on a donc, d’après les conventions faites plus haut (n° 54), 


| 
- PO CE O,=—o', | Go =—w?, (n= AE 


On retrouve les variétés à connexion newtonienne en supposant c infint. 

On démontre comme au n° 71 que parmi toutes les connexions affines 
mécaniquement équivalentes d’un Univers à connexion einsteinienne, il y” 
ena une et une seule annulant la forme scalaire | w'Q,]. 

Il sera naturel de dire que c’est celle-là qui constituera la connexion 


affine de l’Univers. La torsion de l'Univers pourr rait donc théorique- 
ment ne pas être nulle. | 


77. Dans la théorie de la gravitation d’Einstein, la torsion de l'Uni- 
vers est nulle. Placons-nous dans cette hypothèse, qui consiste du 


reste à attribuer à l'Univers, au point de vue de la torsion, le même 


caractère que dans la Mécanique classique. 
Comme nous l'avons déjà fait remarquer, les lois de la gravitation 
newtonienne n’ont plus un caractère invariant. Il s’agit de savoir com- 


ment il convient de les modifier tout en respectant le plus poe 


leur structure générale. 


D'abord les relations (1) doivent-étre abandonnées. ia composantes 
Q¥ du système de bivecteurs | ¢,e;]Q” qui représente la rotation asso- 


ciée à un élément plan de l'Univers se transforment en effet linéaire- 


ment entre elles par un changement du système de référence, et l’on 
peut démontrer que le seul système réel de relations linéaires et 
homogènes entre ces composantes qui soit conservé par ce change- 
ment du système de référence est celui qui annule tous les QŸ. Cela est 


impossible, car on retomberait sur la définition de l'équipollence des 
. systèmes de Galilée utilisée en relativité restreinte et qui n ‘est valable 
- que lorsqu’ ‘il n’y a pas de champ de gravitation. 


La relation (I) 
‘Los 94 ]-+ [a2 31+ [o:23]=0 | Briere 


est vet OE d'elle-même ('), car la composante Q° de la torsion étant 


i) Pour ceux qui gdrnisttont la Fo d’Einstein, celte loi (11) de la gravitation newto- 


_ nienne (existence d'un potentiel de gravitation) ost un. Ro de l'absence de torsion de 
A Univers d’ Einstein. à 
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nulle par hypothése, on a 
[ wo? 2? ]=0, 


c’est-à-dire, puisque Q? = c?Q), 
[w;Qi] =a. 
Quant à la relation (III), elle n’a plus de caractère invariant, mais 
elle reprend ce caractère si on l’écrit (‘) 


Los ors D] -+ Los 001 Goo] + [ors 2 3] + [6% 61 S203] + [Oy 2 251] + [0s oa) 


=— 4rfo[o'wo? ww], 


car le premier membre est, comme nous l’avons vu, un invariant intégral 
attaché à la variété. 


78. Il subsiste finalement de la gravitation newlonienne la seule loi 
invariante 


(6) [oo CN D oo] + [02 293] + Lou: Qu | + [0 2 231] +[oma;] 


aos AEF a [0501 04603), 


en désignant par 0, la densité au repos de la matiere. 


Mais en réalité nous devons réserver la valeur numérique du coeffi- 


anf 
c? 


du second membre parce que, en regardant par hypothèse 


l'Univers newtonien comme un Univers einsteinien Amite, rien ne 
nous assure que les termes tels que [w,o,Q,,| du premier membre 
tendent vers zéro : le facteur Q,, devient bien nul, mais le facteur 
w, = dl devient infini. Nous admettrons que la formule (6) est vraie 
en y remplaçant le facteur — Ar =; par un facteur numérique À, provi- 
sotrement inconnu. 

Nous avons yu au Chapitre I (n° 22) que la densité au repos de la 


Ro nm mo D RS LT € RSR PPS LP 3 cS 


(1) Le second membre a été changé de signe parce que w,, we, 35 on Qo2. Qos sont 
égaux et opposés à wi, w?, w3, Q}, 23 US ; 


x 
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matière était définie par l'équation 


4 


peLora' @)? 6) Sige des Son] lo IP? |— = [orl], 


ou encore 


— Pol 01 0203] = [mI] + [ol] + [oI] + [oI], ~ 


en désignant par 
Reo e, Il’ +e, II'+ e,IP + e, IF 


le vecteur qui représente la « quantité de mouvement-masse » élémen- 
taire. La relation (6) corrigée peut done s’écrire 


(6) [2030] + [os a) oo] + [oi 028 Q,:] + [oo 3] + [osw:G,] + [694038240 
= —Alopoll?+ 0,1 + Wall? + w, II*}. 


Dans la théorie d’Einstein, non seulement l'élément d’action a une 
signification géométrique, mais i en est encore de même des compo- 
santes II’ de la « quantité de mouvement-masse » élémentaire; cela se 
traduit par les lois suivantes, qui sont évidemment les plus simples 
au on puisse déduire de la loi (6’), et quisont, du reste, invariantes (‘): 


Lors] + [2231] + [os 2.) = — 2AID, 
TIC > — [io Qog ] + [6223] — [ors 822] = — 2211, 
a — [698251] + [3201] — [1203] = — 2ATP, 
—[ wo 2] + [or] Loss Qu]=—2À1F. 


Poe déterminer le coefficient inconnu A, placons- nous dans I’ hypo- 
thèse d’un faible champ de gravitation, les lois newtoniennes étant 
vraies en première approximation. Le premier membre de la première. 
équation (7) étant nul dans l'Univers rigoureusement newtonien, la 
constante À doit avoir une valeur numérique très faible. Il en résulte, 
d’après la RE équation, de la partie principale de la quantite 


[ou] = ¢? CE 
Z : 2 - - 2 | . : 2 > , . 
() Les premiers membres de ces quatre équations s’obtiennent en prenant les dérivées 


| partielles par rapport a Wo, &1, W2, w3 de la forme qui représente l'action élémentaire, 
mais en LA age dans celte forme les Si ; comme des constantes. 


A 
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est, en tenant compte de (5), 
c?[{ dtQ.,] = [023] = [os202] = | dz 45, | a | a dy as | , 
On a done, en première approximation, et en ne tenant pas compte © 
des termes qui contiennent dt, 
= à | Lasa | {2 a5 | ; 


“ 


on connaît ainsi à chaque instant, en premiére approximation, la cour- 
bure de l’espace (') due au champ de gravitation de potentiel V. En 
portant enfin les valeurs obtenues pour Q,,, Q,,, Q,, dans la pre- 
mière équation (7) et égalant dans les deux membres les termes 
en [dx dy dz], on obtient 
AV =—alp ou j= Saf 

Le second membre de la formule (6) doit donc être changé de signe, 
ce qui revient à dire que l’ensemble des trois derniers termes du 
premier membre, au lieu d’être nul comme on est d’abord tenté 
de le supposer, est égal, en premiere approximation, au double, 
changé de signe, de l’ensemble des trois premiers termes. | 

La première équation (7) montre que la courbure totale de l’espace 


4 FER ee SE ; ; . ST 
est, toujours en première approximation, positive ou nulle et égale a sae ? 


en désignant par o la densité de matière. 
En définitive, {a quantité de mouvement-masse élémentaire est la 
manifestation physique d'un vecteur d'origine géométrique, à savoir 


(7°) -.  [meo]II°-+ [me,] Il + [me,] I? + [me,] Is à 


ce? oe ré 
= — Saf 2 (AD mer] 0) Sait ox y + oQ;x]. 


(1) En réalité, la première des trois formes qui définissent la courbure de l'espace 
-est $4 — oise Qos ++ [wi w03] = os — 4 [§§]; mais, dans l'Univers newtonien, 
la quantité [23] est nulle, de sorte qu'on peut négliger, en première approximation, 
‘le terme Aviv]. 
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Nous avons vu en effet que le vecteur du second membre était un 
“invariant intégral vectoriel attaché à la variété, à savoir la courbure 
vectorielle baies de l'élément d’ Univers à trois dimensions 
considéré. 
La loi de conservation de la quantité de mouvement et de l'énergie, for- 
mulee analy uquement par les équations de la Dynamique des milieux con- 
_tinus, est une conséquence immédiate de la propriété de cet invariant inté- 
gral vectoriel d'avoir sa dérivée extérieure nulle. a 
On voit ainsi clairement que la théorie d’Einstein, tout en se ratta- 
chant plus étroitement qu’on ne serait tenté de le croire à la Méca- 
nique newtonienne, s’en distingue par une plus grande richesse de 
contenu physique. Les lois de la gravitation newtonienne sont formées 
_en quelque sorte des débris des "this de la gravitation einsteinienne, 
aad on y Suppose cinfini. 


79. Interprétation géométrique de la « quantité de mouvement-masse » 
élémentaire. — On peut donner du vecteur ; 


S (Gk) [mer] [0 Ger + 4 Dry + or], - 
es 


masse» d’un RE à trois disons de l'Univers, une interpréta- 
tion géométrique. Définissons d’abord, dans la variété à quatre dimen- 
sions que constitue l'Univers, la projection d’ une rotation sur un hyper- 
plan passant par un point m. Soit ’hyperplan &° = 0; considérons un 
vecteur (&') quelconque ; il subit par l’effet de la rotation Q/ une 
variation géométrique dont la Re sur l’hyperplan considéré est 
donnée pat les formules ¢ 
Az= PQ! + Ro! LEO, 

AE = FQ? + EQ + FQ? 

ABS HONE HO HQ}, 


la «quantité de mouvemént- 


Si le vecteur est lui- même dans. lhyperplan æ°= 0, sa variation 
géométrique, projetée sur cet hyperplan, est celle qui résulterait de la 
rotation os cet hyperplan qui aurait pour composantes 


; - Qos, LAG ; PR a 
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cest cette dernière rotation qu’on appelle projection de la rotation. 
donnée sur l’hyperplan æ°=o. Elle peut, dans cet hyperplan, être. 


représentée par le bivecteur 


Lee ]2#+[e,e,]0+[ee,]9"?, 


ou encore par le vecteur polaire de même mesure 


I 


——_———. (@, 2, + ©, Qu +0; io). 
Venir 


Considérons maintenant un élément de surface entourant un point m, 
un vecteur (&) issu de m et l'expression 


S (kD [med (Ej + Ex Qu + Er); 


pour interpréter cette expression, gut ne dépend pas du choix du sys- 
1ème de référence, nous pouvons supposer bh nt ETES + of Dexppes- 
sion se réduit à 


Eo| [me ] 225 + [mez] 25, + [me; ]2i2/5 
par suite, si l’on appelle / la longueur du vecteur : 


Li 
‘= — Es 
500 
elle est égale au produit par /Vg du vecteur de l’hyperplan æ° = 0 qui 
représente la projection sur cet hyperplan de la rotation associée à 
l'élément de surface considéré. 

Nous arrivons alors à l'interprétation suivante de la « quantité de 
mouvement-masse » élémentaire. Considérons dans l'Univers un 
domaine à trois dimensions limité par une surface fermée infiniment 
petite, et prenons un point a à l'intérieur de ce domaine. Décomposons la 
surface en éléments dont chacun entoure un pointm de la surface. La’ 
«quantité de mouvement-masse » du domaine considéré est, au facteur 

ec? x , x por IS 
5-3 pres, égale a la somme geometrique des vecteurs obtenus en multi- 
pliant par la longueur du vecteur m — a le vecteur qui représente, dans 


Phyperplan mené par m perpendiculairement à am, la projection sur cet 


\ 
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hyperplan de la rotation associée à l'élément de sur face qui entoure m('). 
On peut remarquer que si l’on changeait l'unité de longueur, le vec- 
teur ainsi obtenu ne changerait pas. 


L’électromagnétisme et la connexion affine de l'Univers. 


80. Nous avons vu au n° 76 que, parmi toutes les connexions 
affines mécaniquement équivalentes, une se distingue de toutes les 
autres par des propriétés intrinsèques, de nature géométrique, à savoir 
d'annuler la forme [w‘Q,]. A priori rien n’oblige à supposer que cette 


connexion affine comporte une torsion nulle. Les lois de l’Électroma- 


gnétisme vont nous conduire a des conclusions plus précises. 
Rappelons d’abord ce que sont, en relativité restreinte, les équa- 

tions de Maxwell. Si l’on choisit un système de référence de Galilée 

fixe, ces équations peuvent se mettre sous une forme simple en intro- 


duisant deux formes différentielles 2 à seu dimensions et une à (rois 


dimensions, à savoir 


Q = B,[dy dz] + By [ds dx] + B.[dr dy] +E,[de dé] +8, [dy dt] +E,[dsde], 
2—=D,[dyds]+D,[dsde]+D.[dedy]+H, [dxdt] +H, [dy dt] -+H.[ds dt], 
Se sel belay dts yids dx dt] — 1.[ dx dy dt]. 


On a désigné respectivement par 


Ba, | By,» BE 
De, Hea Ds; Rs 


7 : Es Ey. 557 
4 Sea: Er DORE 
PARLE Eby era 


les composantes de l'induction magnétique, de l'induction électrique, 


du champ He du He nus et de la densité de cou- 


a) J'ai indiqué cette ro talibn dans une Note aux Comptes rendus, t, 174, 1922, 


En 437. J'ai démontré (Journal de Math., 1922, p. 141- -203) que l’invariant Intégral à 
trois dimensions qui représente G dans la théorie d’Einstein est le seul dont la dérivée 
“extérieure soit nullé et dont les coefficients dépendent d’une maniére linéaire et homo- 


gène des Aijxi. PE 5 é 
Ann. Ec. “Norm, “ RES. XL = Janv so: DU 3 
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rant; la lettre p désigne la densité de charge. La forme S désigne par 


conséquent la quantité élémentaire d'électricité, de même qu ‘au Cha- 


, 
be, 


pitre I la forme désignée par la lettre IT représentait la quantité élémen- 


taire de matière. 
paves! ces notations, les ee de Maxwell S ‘écrivent EE 


ao, 
Y=— has: 


‘Elles entrainent S’= = 0, ce qui exprime la loi de conservation de 
l'électricité. 7 Fe 


(8). 


St. Si l’on adopte une connexion affine quelconque pour l'Univers _ 
de la relativité restreinte, comment doit-on modifier les équations de — 
Maxwell? La réponse à cette quesiou comporte une grande part d’ar- 
bitraire : elle dépend de ce qu’on voudra bien considérer comme essen- — 


wel dans les équations de Maxwell. 
On pourrait d’abord se placer au 1 point de vue suivant : Les for: 


“mules de Maxwell font intervenir les valeurs numériques de certaines 
grandeurs (champ électrique, etc.) en un point d'Univers et en un point 


infiniment voisin, puisque ce sont des équations aux dérivées par- 
tielles du premier ordre. Ces valeurs numériques sont calculées en 


adoptant un certain système de référence de Galilée; pour comparer 


les deux séries de valeurs numériques obtenues en deux points d’Uni- 
vers infiniment voisins, il faut donc savoir repérer l’un par rapport à 


l’autre les deux systèmes de référence utilisés; la connaissance de la 


connexion affine de l'Univers intervient donc dans la. manière dont il 


convient d'écrire les aes de: Maxwell (ou toute ASS loi 


physique). 


Ce point de vue ne semble pas ent ici être le meilleur. Ey. si 
“effet, la premiers équation de Maxwell, par exemple, 


none” 
- Ox 03. 


= O0, 


est tle résumé d’un grand nombre de faits a’ expérience d'après lesquels 
le flux d’induction magnétique est toujours nul; la vraie formulation 
analytique de cette loi est donc, non pas la précédente, qui fait inter- 


= À 
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venir des dérivées partielles qui peuvent parfaitement ne pas exister (‘), 
mais la suivante : l'intégrale 


Sf fe dydz+B, ds dx + B,dxdy, 


étendue à toute surface fermée, est nulle. Si l'on se place à ce point de 
vue, la signification physique des lois de Maxwell est le mieux repré- 


sentée par les formules 
[fee 


[fa-e} ff 


où l’intégrale du second membre est étendue a un domaine quelconque 
a trois dimensions de-l’espace-temps (elle représente la charge élec- 
trique de ce domaine), et où les intégrales des premiers membres sont 


étendues a la frontiére a deux a de ce domaine. 


Si nous adoptons ce point de vue, Les équañons de Maxwell sont 


indépendantes. de toute hypothèse sur la connexion affine de l’espace- 


: eres Cy: 


82. Pour voir ce quise passe en relativité généralisée, placons-nous, 


(1) On peut dire de même que la vraie formulation de la loi de Poisson AV = — arf 
est fournie par le théorème de Gauss, d’après lequel le flux de gravitation à travers une 
surface fermée est proportionnel à la masse contenue à l’intérieur de cette surface. 

_(2) En développant néanmoins le point de vue exposé au début de ce numéro, on ver- 
rait que des connexions affines mécaniquement équivalentes ne le seraient pas nécessai- 


* rement au point de vue électromagnétique. Convenons par exemple, comme il a été indi— 
qué au n° 5, de regarder comme équipollents, dans l'Univers de la relativité restreinte, 


deux systèmes de Galilée formés de deux trièdres (T) et (T’) fixes l’un par rapport à 
l’autre, le trièdre (T’) se déduisant du trièdre (T) par un: mouvement hélicoïdal ayant 
pour axe la droite qui joint leurs origines, de sens et de pas donnés. Nous trouverions 


* alors, dans un milieu sans électricité libre, le phénomène de la polarisatiou rotatoire; 


malheureusement il n’y_a la qu’une analogie superficielle; l'explication géométrique 


obtenue de ce phénomène exigerait que le pouvoir rotatoire d’une substance fût indé- 
pendant de la longueur d'onde de la lumière polarisée, ce qui n'est pas. On a là un 


nouvel exemple d’analogies trompeuses entre la géométrie et la physique. Aussi nous 


\ 


~ semble- t-il préférable de nous maintenir au point de vue indiqué dans le texte, qui évite 
du reste des dHHeules considérables relatives à Ja loi de conservation de l’électricité. 


4 
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pour simplifier, au point de vue de la théorie électronique de Lorentz, 
qui identifie dans le vide l’induction magnétique et le champ magné- 
‘tique, l'induction électrique et le champ électrique. En adoptant en 
chaque point d’Univers un systéme de référence de Galilée (ou jouant 
le même rôle), on peut poser os | 

Q = Hy [o!o/], 

Q= Bik HY [oro], 

S = S(ijkL) fol ww! J; 


les équations (8) seront encore valables; elles ne font pas intervenir 
la connexion affine de |’ Univers. 

Mais les équations de Maxwell (8) ne fournissent pas toutes les lois 
de l’électromagnétisme. 

On sait que dans la théorie de Lorentz il existe une « quantité de mou- 
vement-énergie » électromagnétique qui est représentée par le vecteur 
glissant ca 


| 1 Ve arts 
où l'on a posé 
DW [ou], ~ B'=—[o 920s |, D = —[w) 034], D = —[e96)1 We]. 


La dérivée extérieure de la forme G donne l’hyperforce élémentaire 
qui s'exerce, de la part du champ électromagnétique, sur l'électricité. 


Supposons d'abord la torsion nulle. Le calcul de G' se fait sans diffi- 
culté : il suffit, grace à la symétrie du vecteur G, d’y regarder m, e;, o* 
comme des constantes et de remplacer dH;; par H,;|*o,, les H,;|* satis- 
faisant, d’après (8), aux relations 


HF + Hey HA — os 


Hip |@= Gri. 
On obtient ainsi 


* 


(9) G'—4r[me,]H" |o[ 9 04 oo], 


— 


A ; 1 F ss 

L'expression analytique de l’hyperforce, au moyen des composantes 
du champ électromagnétique et de l'hypercourant, est la même qu'en 
relativité restreinte. À 
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Supposons maintenant la torsion non nulle. Si nous voulons con- 
server la loi exprimée par la formule (9), quelles conditions devons- 
nous imposer à la connexion affine de l'Univers? Supposons le ds? de 
- l'Univers donné. Les composantes du champ électromagnétique et de 


‘Vhypercourant sont bien déterminées, les formules (8) ayant une 


signification indépendante de la connexion affine attribuée à l'Univers. 
Si l’on veut maintenir la formule (9), i faut que la connexion affine 


_ choisie donne à G' la même expression que celle qui correspond à une tor- 


sion nulle. Autrement dit la connexion affine de l'Univers est mécani- 


quement équivalente à celle qui donne à l'Univers une torsion nulle. 


Nous sommes donc conduits nécessairement, d’ apres la convention faite 
au n° 76, à attribuer aT’ Univers une torsion nulle, st nous voulons con- 
server la Gaus de bone: 


La connexion affine de l'Univers et la conception large 
de la Mécanique des’ milieux continus. 


83. La conclusion précédente ne serait pas logiquement nécessaire 
si l’on admettait une conception de la Mécanique des milieux continus 
plus large que la conception habituelle, la « quantité de mouvement- 

masse » élémentaire étant représentée par un système de vecteurs et 
de bivecteurs — 


gow. Bene eet 


Dans ce cas il n’existerait qu’une connexion affine joniatble avec 
les phénomènes mécaniques. La loi de l'Électromagnétisme exprimée: 
par la formule (9) serait compatible avec une torsion non nulle de 
L Pes torsion dont les composantes seraient de la forme (‘) 


Go) “ah Se 2 (AD) but] + OFC! wi} Volo) 


avec quatre coefficients D. : 
_ Admettons pour un instant la possibilité théorique de cette con- 

4, = à ——— EEE ae a 
“(Q) Géométriquement, cela exprime que la iimeiation associée aun Sont quelconque 


a deux dimensions est normale à cet élément, ou encore que les lignes droites. d'Univers 
Re les plus courts chemins. 


4 
a 


P 


SS he ER ET EME 
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ception; admettons aussi, comme dans la hic d’Einstein, que la 
« quantité de mouvement-masse » élémentaire G est un invariant 


intégral de nature purement géométrique. Un invariant de cette nature © 


est facile a trouver, en se reportant a I’ interprétation géométrique 
donnée au n° 79 du vecteur G dans la théorie d’Einstein. Dans cette 
interprétation intervenait la rotation associée à un élément de surface : 


si on la remplace par le déplacement total (rotation et translation) 


assoc ié à cet élément, on obtient la forme Re à ae 


mn 4 


yi adil | [me Lo x + vay “al æ Levey] Cox $2, — on Qe] |e 


Siona là (à un feted: constant pres) la « quantité de mouvement- 


masse » élémentaire, la dérivée extérieure de cette forme doit être 
nulle. Or cette dérivée, facile à calculer en tenant compte du carac- 


tere invariant de la forme, est 


Yu 


Lerma [Qu + LA + 2, Q;,). : bs 7 


“Bille n'est pas Per nulle. Il faudrait done tite des hypo- 


~théses restrictives, non seulement sur la torsion, mais encore sur la 


courbure de l'Univers. La plus simple consiste à supposer entre les 


‘composantes de la torsion et de la courbure l'existence des quatre rela- 


tions du second degré (') qui annulent, dans la dérivée ‘extérieure de 2: 
la forme, les coefficients de [me,], [me,], [me.], [me,]. On a ainsi 
‘une généralisation, au moins mathématique, de la théorie d’Einstein, 
: ER compatible avec toutes les lois de l’Électromagnétisme. 


Si l’on admet cette théorie plus générale, on voit facilement que, 
dans les régions de l'Univers où la « quantité de mouvement-masse » élé- 


mentaire est représentée par un simple vecteur (*), la torsion de l'Univers 


4 iq .- 


(1) Si Yon admettait que tous les Univers possibles sont caractérisés par un ‘systéme | 


invariant de relations linéaires entre les composantes de la torsion et de la courbure, on 
arriverait à la conclusion que l'Univers est nécessairement sans torsion. L'hypothèse en 


effet que les coefficients bi ne sont pas identiquement nuls conduirait à la conclusion que. 


la courbure est identiquement nulle, ce qui est manifestement absurde. Cette conclusion 
suppose cependant que l’état d’un élément de matière est représenté ge la former). 
(2) En particulier dans le vide. : | ? 


7 
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est nulls: On a en effet 
[ @2,] — Cox, ] = (jÆD [ 0); (b% wy + hen; 


si le premier membre est nul, on a b'= b'= 0 (!). 

Il est à remarquer que si l’on se placait au point de vue du principe 
d’Hamilton généralisé, la forme (11) se présenterait d’elle-même en 
faisant varier l’action élémentaire 


DHOLOIFIOT ME 


mais je me contente de cette indication, sans entrer dans plus de 


détails à ce sujet. 


Quelques remarques sur la théorie de H. Weyl. 


84. Nous avons supposé dans ce qui précède qu'il existait un étalon 
de longueur absolu, et aussi un étalon de masse (ou un étalon de 
charge électrique) absolu, les différents observateurs ayant des moyens 


de comparer entre-eux leurs étalons par rapport à cet étalon absolu 


fictif. En tout cas, nous avons supposé que, dans les différents sys- 
tèmes de référence de Galilée utilisés, on se servait de la même unité 
de longueur (et de la même unité de temps déterminée d'après la pre- 
mière par la condition que la vitesse de la lumière en l’absence de 
champ de gravitation soit JE à 3.1e!°). 

Supposons maintenant qu ‘on ait un ensemble théoriquement infini 
d’observateurs placés aux différents points d’Univers, se servant 


chacun d’un système de référence de Galilée, mais avec des unités dif- 


férentes (de longueur, de masse, de charge électrique, etc.). Les lois 
de l'Électromagnétisme et de la Mécanique, supposées admises dans 
un petit morceau d'Univers, permettront-elles à deux observateurs infi- 


_ niment voisins de rendre leurs observations comparables, ou plutôt de 


repérer l’un par rapport à l’autre leurs systèmes de référence de 
Galilée ainsi que leurs unités de mesure. 


(7) Cette conclusion est vraie, même si Ton ne fait aucune hypothèse a priori sur les 


À coefficients des formes Q;. 
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Supposons que les observations, employées toutes sans aucune Cor- ~ 


rection, satisfassent néanmoins aux lois de l’Électromagnétisme 
exprimées par les équations de Maxwell 


Q' =o, 


(8) Q'=4nS. 


Comme le second membre de fa dernière équation représente une 
charge électrique, i sera nécessaire que tous les observateurs se soient 
servis du même étalon de charge électrique. Mais il ne sera pas nécessaire 
qu'ils se'soient servis de la même unité de longueur, ni par suite de la 
mème unité de masse. : 

Retenons de ce qui précède la conséquence importante suivante : 


Toute théorie qui autorisera l'emploi d’étalons de longueurs variables, 
tout en conservant la forme des équations de Maxwell, admettra, par 
cela même, l'existence d'un étalon absolu de charge électrique. 


85. Placons-nous toujours dans l'hypothèse précédente. Deux obser- 
vateurs infiniment voisins pourront-ils comparer entre eux leurs éta- 
lons de longueur? Remarquons que si l’on suppose que la vitesse et la 
charge électrique n’ont pas de dimensions (puisque les observateurs 
sont censés avoir à leur disposition un étalon absolu de vitesse et un 
étalon absolu de charge électrique), la masse sera l'inverse d’une lon- 
gueur, ainsi que la quantité de mouvement. Il en résulte que la masse 
au repos d’un même point matériel (supposé soustrait à toute action 
thermique, électrique, etc.) sera mesurée par des nombres différents 
par les différents observateurs, et la comparaison de ces mesures per- 
mettra théoriquement de comparer entre eux les étalons de longueur 
employés. , 


86. La théorie de H. Weyl revient à supposer que l'Univers est une 
variété à connexion métrique, n’admettant par conséquent pas néces- 


salrement un étalon absolu de longueur, mais admettant nécessairement 


un étalon absolu de charge électrique; elle suppose de plus que cette 
variété est sans torsion. Les nombres qui mesurent les composantes 
de la « quantité de mouvement-masse » élémentaire sont de poids —1, 
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en regardant les longueurs comme de poids r. Le vecteur e; Il n'a donc 


pas de signification absolue; il faut lui substituer la forme E;Il qui repré- 


sente le produit scalaire de la « quantité de mouvement-masse » par un 
vecteur regardé comme invariant; cette forme est en effet de poids o. 
Les équations de la Mécanique deviennent donc ici 


Il; + [oI] — [w? I,]=0, 
[w,II; | = [w;Il;] AY 


Si l’on admet que la quantité de mouvement-masse soit la manifes- 
tation physique d’une propriété géométrique de Rene temps; ile 
faudra trouver une forme £'II; construite avec w°, w', w?, w° et les 
composantes du tenseur de courbure, cette Paie ET ètre de 
poids o. Comme les composantes du tenseur de courbure sont de po 
— 2 et que les coefficients de la forme doivent être de poids — 4, les 
composantes de la courbure n’entreront plus linéairement. On s’écarte 
ainsi notablement de la théorie d’Einstein et l’on perd tout contact avec — 
la EL newtonienne. L'hypothèse la plus simple est que la 
forme <‘II; soit entière et du second degré par rapport aux compo- 
santes du tenseur de courbure. Mais nous verrons dans la seconde 


_partie de ce Mémoire que cette hypothèse est incompatible avec le prin- 
cipe de la conservation de la quantité de mouvement et de l'énergie. En 


fait, M. H. Weyl obtient la forme II; par l'application du principe 
d'Hamilton en partant d’une action élémentaire de poids zéro, c’est- 
a-dire du second degré par rapport aux composantes du tenseur de 
courbure. Nous verrons dans la seconde partie quelle est la forme 
générale que peut prendre cette action, en supposant que ces compo: 
santes y entrent d’une manière entière. Nous ne nous proposons du 
reste pas de discuter la théorie de M. H. Weyl, si admirable au point 


de vue spéculatif. 


=~ 
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LES 


MODULES DE FORMES ALGEBRIQUES 


ET LA 


THEORIE GENERALE DES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS 


Par. M ; Maurice JANET 


- On possède, pour l’étude des systèmes différentiels les plus géné- 
raux, deux méthodes bien distinctes; dans l’une, les fonctions incon- 
_ nues et les variables indépendantes tiennent dès |’ abord des rôles diffé- 
rents : on a affaire à un système d'équations aux dérivées partielles; 
dans l’autre, on ne fait tout d’abord aucune différence entre les 
diverses variables, dépendantes ou indépendantes, qui peuvent inter- 
venir, quitte à les distinguer ensuite, pour les applications : on a 
affaire à un système d'équations de Pfaff. M. Riquier d’une part, 
M. Cartan de l’autre ont montré comment la solution générale d’un 
système quelconque d'équations aux dérivées partielles (*), ou d’un 
système quelconque d’équations de Pfaff (2), se trouve entièrement 
déterminée par la donnée de certaines fonctions et constantes arbi- 
traires en nombre fini. Il est intéressant de confronter les deux 
. méthodes, mais il convient pour cela de faire tout d’abord une étude 

purement algébrique, qui a son intérêt propre : la notion de systéme 
de formes (de méme Cure) en involution, à laquelle nous sommes 


_(*) La question est traitée vier toute sa généralité, au ae point de vue, Rane ma 
These (Journal de Mathématiques, 1920). 
ee ) Cartan, Annales de l’École Normale supérieure, 1901 et 1904. 
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amené, est utile dans la théorie des modules de formes ; c "est ay stadé eg 
de cette notion (') qu’est consacré le présent travail ‘5 ). os LA eae 


2 . “© dès maintenant son utilité dans la théorie des ee aux dérivées _ : LP EE 3 
: : lee : + LFP ne : 4 
Diré qu’un système de formes d’ ordre P est en one 0 "est nes ig : 

énoncer une certaine propriété qui, ainsi que nous le verrons, est indé- Se 

. pendante des variables choisies ; certains nombres (a) sont attachés es 2 

d’une manière invariante à un tel système. Étant donné un module RATER 


quelconque de formes algébriques, les formes d’ordre p qui Rue Lee 
tiennent au module forment un systéme en involution des que p À Pis Por NN 


dépendant du module. Soit maintenant un système S d'équations aux 4 
dérivées partielles à une seule fonction inconnue de n variables indé Dre 
pendantes; pour plus de netteté, supposons- -le linéaire; les formes 
~ caractoristaq ies des équations de ce système et de toutes celles qui PIE 
-s’en déduisent par dérivations et combinaisons linéaires forment un AO 


module; il suffira de connaître ce module pour connaître le « degré de 
généralité * » de la solution de S : les nombres (c) correspondant à — i 
I ‘ordre p2p, feront connaitre les nombres des fonctions arbitraires qui ee 
servent à déterminer la solution générale du système; ces nombresne 
dépendront que de p et non des variables choisies. à Sins 
- On aura ainsi par une étude directe caractérisé le degré de généra- | 
lité de la solution, d’une manière invariante. dans tout changement de | 
variables indépendantes. | TE | a RATER 
De plus, en raison du caractère purement algébrique des présentes tp 2 tee 
à méthodes, on aura indiqué une voie aisée pour préparer à étude … : Æ 
des systèmes d’ équations de Pfaff, et en Eaten ee, des « sys AU en ee Seen tes > 
| involution » (° de DOVR TIM Ù Et SEEN 
Gt Les Mob o relate fs à auns système datepininé de SAME Énoncé i a US OR 
+. théoréme général. — Donnons-nous un système quelconque pre 


formes (F) 4 ae en 2, AS dns Soit Arn Lette rang, c’est-a- oo le .: es 2e aes 


ES me particulier, nous ne chercherons pas ici à à vérifier la concordance des résultats É it 


- obtenug par les deux méthodes. FE 4e RTS 
eMC AY Les principaux résultats en ont été résumés dans une Moles FT. ‘Comptes rendus. She HE 
| t. 174, 1922, p- 432 (Voir aussi Comptes rendus, t. 174, 1922, p. va Var eee) Bai à 


(3) “Of en particulier Cantan, Ann. Ecole AIRE 1904, 


+ 


5 Nous RESON TP = = 


\ 
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nombre de fornes linéairement distinctes qu’elles comprennent, 

les T’ monomes (!) en 2,2; .. , v, étant considérés comme autant 
de variables indépendantes. Gonsiderne maintenant le systeme cons- 
titué par les formes F et les monômes d’ordre p en a, a, ..., Lp, qui 
contiennent effectivement x,; son rang sera m + 6, ([?-'2a,20). Appe- 
lons de même m + 6, + 0, le rang du système constitué par les formes 
‘précédentes et les monômes en x,, æ,, ..., æ, qui contiennent effective- 


ment æ, (autrement dit encore par les formes F et les monômes qui. 


contiennent l’une au moins des variables æ,, æ,) (T/=' 76,70). De 
même m+ 6, +0, +...+ 0, sera le rang du système constitué par 
les F et les monômes d'ordre p qui contiennent l’une au moins des 


lettres &,, 5, ..., &, (12, 20,20); M+ 0, + 024 ...+ 6, sera vi- 


demment ie au nombre même IT? des monômes d'ordre p à 
n variables. | 


Soit maintenant m’ le rang du système des formes (F’) (d’ ordre 
P +1) que l'on obtient en multipliant l’une quelconque des (F) par 


Tune quelconque des variables (a). 


On pourra définir pour les formes (F') des. nombres (5°) qui tien- 


dront pour elles le rôle que tiennent les (2) pour les (F). 
Nous montrerons que : 


1° La quantité + 0, +...+ 0, est au plus égale a la quantité 
0, 26, +... + 1G_: autrement dit, le rang des (F est au moins égal 


au nombre | 
eu 2 de Rd a 


2° S il ya For : 


CP iby: a. encore égalité entre les deux quantités,s° + 0, +. Ro 
eto, +206,+...+ n0", [où les (o”) tiennent pour leg (F") d Here 


p + 2, déduits des (F) comme on a déduit les (F) des (F’), le rôle ~ 


que tiennent Ue CE) ROUE les (F) etles (2) ee les a et-par suite 


(1) Le mot « monôme » designe dans tout ce -qui suit une expression de la forme 
Es ER pare où les (a) sont positifs où nuls. = 
| CRAN (PATES VITRES 

LASER DS (nr —1) : LME Hee tins 


t 


«| 
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égalité entre 
op gta. at et al aol +. + no, 


b. De plus, les (c’) sont donnés en fonction des (s) par les formules 


!/ 


On — Zn 

Cha Ones GE 

a Noé se Rotaiee ; 

Cp ~ Op Gig aa + op, 
A es sers dre dase ered eee ; 
Oy Og Cpa ois 


Il en résultera immédiatement que le rang des formes [F™] d'ordre 
p+ A sera donné par la formule 


+ NA +2). (A+k~—1) 
1.2...4A—1 
Sues cee Hees 


152... -(7—3) 


I 
+...t¢ 


A+ 
(1) mn = Tri — [a+ Ta | 


++ 


c. Si l’on fait un changement de variables arbitraire, l'égalité sub- 
siste et les nombres (¢) ne changent pas (*). Les nombres (5) auront 
donc une signification indépendante des variables choisies [ce der- 
nier point résultait déjà de la formule (1)]. 


d. Enfin ona 
Dir <n Ed 
(5, n’est d’ailleurs différent de zéro que dans le cas tout particulier où 
toutes les formes (F) sont identiquement nulles). 


2. Autre définition des (5). — Les nombres (s) peuvent s’intro- 
duire d’une autre manière que nous allons indiquer dès maintenant. 

Répartissons en classes les monômes en æ,, æ,, ..., æ, par le pro- 
cédé suivant : x 

1’ classe : monômes contenant effectivement æ, ; 


2° classe : monômes ne contenant pas æ, mais contenant effective- 
ment.2,4 


LAN Wes el nes GRE Ds ee 
(*) Il n’en est pas ainsi, bien entendu, pour les nombres (s) qui interviennent dans. 


le cas général. 
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4° classe : monômes ne contenant aucun des : a; (t< k) mais conte- 
nant effectivement Des 


n° classe : monômes en x, seul. 
Dans les formes (F) données, portons notre attention sur les termes 
en x, seulement, qui ne sont autres que les termes en 2”; si l’on peut 


Rp 


trouver une forme (F) contenant un terme en x? on posera p,= 0, 


sinon on posera ¢, = 1 ; autrement dit le rang des (F) par rapport au mo- 


. nôme de n° classe est par définition P"' — p, =1 — 9, (1? * = 129,20). 


Le rang des F par rapport aux mondmes de n° et de (n —1)° classes 
est par définition 


ake pr) ed ON pa) (TP "2 Pn- 12 Oe 


Le rang des F par rapportaux monômes de n°, (7 — 1)°, ..., 4° classes 
sera par definition ; 


Der == Ci das re *=—Pn- Sa et Taha — Pk: 
‘Le rang des F par rapport à tous les monômes d'ordre p sera 
i te En + 27 1 = Pn=1 +: <= es 5 — Pie 


Je dis que p4 n’est autre que 54. 
En effet le rang du système constitué par les (F) et les monômes 
de 1°, 2°, ..., k® classes est (*) 


Due Put Lr tess Rea Me Pk+1+ Teo) RP ane 


Le rang du système constitué par Zs (F) et les monômes de 1°, 
2° vey (k — 1) classes est 


ses Pa + re! Spee EAE Deer TE, +. TR. 


’ La différence de ces deux nombres est égale à p4. D'où : a, = px. 


3. Démonstration de la proposition (1°). — La définition des (5) 


(1) Soient en Sépérel des variables y1, V2. yn; et Vf) des formes linéaires en (y) dont 
le rang relativement à yiYa--7¥n seuls dE < N) soit 7 : le rang du système constitué Fe 


les VE et les ir des .) PN Sur + N—K. 


à 
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qui fait l’objet du numéro o précédent va nous conduire presque immé- 


diatement à la propriété (1°) énoncée plus haut. 


Les (s) ne changent évidemment pas lorsqu'on substitue aux 
formes (F)m combinaisons linéaires de ces formes pourvu que ces : 
combinaisons ®soient indépendantes. Les formes ®' qui s’en 


déduisent comme les (F’) se déduisent des (F) sont des combinaisons 
linéaires des F’; d’ailleurs les (F’) sont de même des combinaisons 
linéaires des '; le rang des ® est donc encore m’; on peut leur. 
substituer m' combinaisons linéaires indépendantes; les (5!) ne 
changent pas. ~ Re : ; te 3 


Les m combinaisons linéaires des (F), indépendantes, que nous. < 
utiliserons seront les formes ® suivantes: x 


FF! — o, forme de rangI'?' — 5, par. rapport à æ? [c’ est-à- dire sim- 
plement, au cas (5,—0) où une telle forme existe, une forme conte- 
nant effectivement 1 un terme en wi]. 

SRE formes ne contenant pas x? et de rang reo i Oy ‘ par 


Ayes aux monomes de (n — 1)° classe. po ea 


T#_},, formes ne contenant pas de mondme de n°, (n—1), ,, 


R—k+1 


ei 


ke classe. 


_(Æ+1) classes et de rang. To ka GR bat rapport aux monômes de 


Nous appellerons ces ares Died aes we farings. de Le ‘ 


(n — 1}, ..., # classe. 
een la premiere forme par Xp, les formes ae n°, (n— 1)elasses 


_par æ,-,, les formes de n°, (n — 1)° a eee classes par a,;, les formes 
_de toutes les classes par æ,. (Ce qui revient encore à dire : formons les 
formes d'ordre p + 1 déduites des F en utilisant comme variables mul- | 


tiplicatrices pour la n° classe x,, æ,_, +++, 3 pour la (7 — 1 )° classe 


DnsrEn=2s +++ D, pour la ke classe, Lys ++.) 2,3; pour la première, a+) 
Nous obtenons certaines formes ® d’ordre p +1 que nous appel: 


lerons D’. Les formes ®’ que l’on obtient en utilisant une variable aj 
déterminée ne different des ® de classes n,(n — 1), ..., A que par la 
substitution à chacun des monômes m qui entrent dans ces ® du pro- 


duit ma;; on peut affirmer non seulement que ces ®' ne renferment 


pas de monome de classe supérieure a mais aussi que leur rang par 
rapport aux monômes de classe # qui y entrent est précisément 


ARE SE LE Fat RAT ES Ski Ce seront « les Ode Gt 


~ 


ct AAA 


4 
‘ 


7 


} 
A oe 
: 
ice ie 


eke 


os 
Cy AS Pewee THEN 


Py 


LES MODULES DE FORMES ALGEBRIQUES. 33 


classe ». Il résulte immédiatement de la que le rang total des ®, est 


EET op + TET ouh + ET 
Donc 


MERE es) HR 1) PT os) +... TR oi, 
ce qui s’écrit encore 


Pe ae Oh ea tete Non (Te bh an 1) (TP ot of) 

Ve da ty AUS Hs (TR! 9), 

ou en utilisant l'identité connue 
Pett nf? (n—1)Ph 1+... + pt, 
TH oh... + ai + 20 +... + ROn: 


(Proposition 1°.) 


4. Démonstration de la proposition (2°). — Nous allons supposer 
. Inaintenant que l’on a l'égalité hs 


OH Oy Heu Op 01H20... + NG. 


Autrement dit, toute ®’ obtenue en multipliant une ® par ‘une 
variable qui n’est pas multiplicatrice pour elle est une combinaison 
linéaire des ® (obtenues en se servant des variables multiplicairices). 
Nous dirons dans ce cas que le système (F) donné est en involution ('), — 
pour le système de variables x, 2, ..., Lp. . 

. Nous allons montrer que si le système (F) est en involution, le sys- 
tème (F’) l'est aussi. Il suffira de montrer pour cela que toute ©” 
obtenue en multipliant une ®, par une variable qui n'est pas multipli- 
catrice pour elle est combinaison linéaire des ©, obtenues en se ser- 
vant des variables multiplicatrices; dans cet énoncé on entend par 


(1) Plus généralement, nous serons amené plus loin à dire qu'un système de formes 
d'ordre p est en involution quand on peut le ramener à la forme précédente par un chan- 
gemént (linéaire et homogène) des variables. 
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variables multiplicatrices d'uné ©, de & classe les variables 2x, 
Lys rer Lyc , 
Cais dares le produit d’une ®', de 17° classe par &; (¢ quelconque} 


Il peut s’écrire 
2;(2,9) = x,(2,®). 


} 


ax; est par hypothèse, dans tous les cas, une combinaison linéaire 
de formes ®,; comme x, est multiplicatrice pour tous les ®, nous en 
concluons que æ&,(x;®), et par suite le produit d’une ® de 1” classe 
par x; (1 quelconque), est une combinaison linéaire des ®;: 

Considérons le produit d’une ®° de k* classe par x, a quelconqué): 

Il peut s’écrire 

| PACE xp (ai). 

a; ést par hypothèse une combinaison linéaire des formes ©: . 
comme x, est variable miultiplicattice dés formes ©! de xn‘, 
(n—1)*, ..., 4° classes, on voit que le produit d’une ®’ de 4° classe 
_paræ;est une combinaison linéaire de certains D’, et de Ds de | 

de (k —1)*, (K+ 2)*, ..., 1" classe par a. 

En faisant Re fe SO On voit apparaitre avec évi- 

dence la proposition annoncee, et par suite la proposition (2°) (a). 


5. Dans le cas où c’ Hot de 0, +20) +.1.+4+ nq, on peut 
affirmer que les © (obtenus par variables multiplicatrices) consti- 
tuent m’ combinaisons linéaires distinctes des F’; d’ailleurs les D’ de n°, 
(n — 1)", .., 4° classes, satisfont précisément aux conditions que nous 
avons exigées à l’ordre p pour les ® de n°, (n — 1), ..., #4 classes 
(début du n° 3). 

On en conclut immédiatement les égalités 


Fr’ —o, =r '—s,, 

Bee epee Det PES PRA aa 

Pie MT ce PMC Ret RS Red bree irl ge VE TS 

‘Late TK er Le gad we Sethe oat + PR i 0, 

CL RE ee er 15... J Qh EL ee TEA ANS ECC 7 | ii; d 
IV RAS des TRUE à ATR 0, UE... TPE 0, z 


En utilisant les identités : 
Fe es TUE a te | Wat PT 


A a \ > ee 4 
/ / | 
\ NES i 5 rate 
gtd Wee = LES MODULES-DE FORMES ALGÉBRIQUES. 35 
les formules précédentes s’écrivent : 
Fa : ‘ ! oi et i 
‘ ae: ion SU a Gui NA sath 
3 > Ro NN Eee «per hé *4 ; Noy ; 
eee aan , OK ee eg Dan aie et hy 
101 = Fn ata ipaq tee . +a ’ 
aro e'sst la Sn (as) (b), 


D'ailleurs puisque les (F’) sont encore en involution, les nombres 
ACL seront donnés par les formules 


oo À ra 
on =; : so 
fae peek Oe, = 20, + Fn—19 as 
MST R AN ETS ENTER POLITNO ORNE EU ER Len 
oc OS. Ea 4 re k : 
k on RS cane + en+ (ah )on~ A. HA : 
rte her en), RE EU Visite aa Cae. tit hi Dons a eames Oe 
sad DO (rape an - 
sat Ie Soh ah ie eS nat (a = bas - dr eas 


ine en ice cme: maniére générale tous les où correspondant 


aux formes F0 d'ordre p + du module (F) : RÉ ona 
A MODS it TEE 
geek mt Peace dent D ae bar 
MEL RPE TA Ga aS E ree TON or (A+ n—k—1) 
Be aa 7 


Drailiears: le rang. des Pins i a ordre P- a > S ‘obtient e en retran- 


AE chant de EE le nombre PANNE \ 
UE | Mr “ened, 
À ch + al}! ee +de So edie, NÉ He ERE 
+ est ARMOR ae ¥ eed), Oren, } 
Es Pie Ce és / Lees CAEN OO 1 : nt 
LIMITE TRS ES a (2 —1) 
| Tue e en À dont le degré, augment de te ast egal. a Vindice du 
os ç qui n’est pay oul). Aw : 
1 34 | ré. MA x 1 
Pr 62 Nous arrivons maintenant à l'importante DRE qu’ ont les 


nombres (2). d’un eee en involution 4 être invariants dans | un 


« 


“ » Me *} % 
j > ÿ 3 ‘ 1 \ st sere 
= i Re Soe 
, \ : dents 
“3 AY 
- be sR 
= ‘ - F 
UE. 
PTE R | : - pe 
TAGS s : is + + 
ut L 2 Re 
f A L “* 
. > 
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changement linéaire et homogéne arbitraire des bre indépen- 
dantes. | 
Remarquons d’abord que les considérations du numéro précédent 
suffisent à prouver que ces entiers ont une signification indépen- 
dante des variables choisies. Le rang des formes d'ordre p+A qui 
font partie du module (! ) défini par les (F) est en effet indépendant 
des variables choisies; c'est d’ailleurs, d’après ce qui précède, un 
polynome en A; or, un polynome en À ne peut se mettre que d'une 
seule manière sous la forme (1); la donnée des entiers (3) est entié- 
rement équivalente a la donnée de ce polynome. | 
On voit dès maintenant que si après un changement de variables, 


Lis! Lay «ey Ln) X1; Xe, tay Mi 


le système des formes données est encore en involution, les nouveaux 
nombres (6) seront égaux Respectnpinent aux anciens. 

Nous allons montrer qu'un changement arbitraire de variables 
(c'est -a-dire un changement de variables dont les coefficients sont 
soumis seulement à des conditions d'inégalité) maintient effective- 
ment le système en involution. cide 

Considérons le système de formes en x,, #2, ..., æ, constitué par 

les formes (F) données et par les formes 


(ae + ae. eh Ta) Mots 


où M, est un monome quelconque d'ordre p — 1 en æ,, æ, ..., æ, 
et où les a sont des constantes arbitraires; le rang de ce système 
est m+ X,; il ne peut augmenter quand on fixe des valeurs pour 


les a; en particulier 
6,5 À. 


Soit de même m+ X, +, le rang du système constitué par les: 
formes précédentes, les a) restant arbitraires, et les formes 


Cat? ey a ty... + a!2)n)Mp-1, 


ou les a) sont aussi des constantes arbitraires; le rang ne peut .aug- . 
(*) Cest-a-dire qui sont de la forme SU,F; où les U; désignent des formes en (x). 
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menter quand on fixe des valeurs pour les a, a®; en particulier 
Oy + Ca Zi + D: 
D'une manière générale, m+E, + 2, +...+ 2, sera le rang du 
Systeme constitué par les formes données et les formes 
(aa, + aba,+...+alx,)Mp4 (iSk) 
‘où les al) restent arbitraires ; | 
CIRE Et TRS Mere. Dre 
Diillevrs on aura l'égalité 
Cee ee oy > ee ee 2h) 
puisque les deux membres représentent la dinprengelentre T? ‘et le 


rang m des formes F données. ; 
Des égalités et inégalités précédentes, on tire 


> Y 
On ns, 


(1) Tr + Cane Dh Pees 


i 


Oh ah RATE CR . .+oi2 2, + De te Ds 


D'où la conclusion 
+207 +."+non2Z+2l +. Len» 
_ Fixons maintenant les valeurs des (a) de manière que les & ne 


changent pas (et que les x formes linéaires soient indépendantes); 
prenons pour nouvelles variables les formes | 


| Masia a, ba as ead Matas 
1 


_ En bent la proposition (1°), nous voyons pe le rang des 
formes F’ est au moins égal à 


Te (2 abet. jek in ei 


Or, nous savons que ce rang est égal a’ 


> Pett (a, + agg... + non); 
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autrement dit encore 


oy + 2G. Sng, ld ade.) + nd, 


En comparant au résultat obtenu plus haut, on voit que l’on a éga- 
lité entre les deux membres AS 


Gp aoy Hu. + ag, Zp 23,4+..3 +22} - 


le nouveau système est donc en involution, de plus l'égalité précé- 
dente ne peut avoir lieu que si les formules (1) sont toutes des égalités ; 


d’où 
TE ii Gna pts TAN CE FE 2e, res = 21, 


les nombres (£) ne sont autres que les (c). La proposition est établie. 

Il est bien connu qu'un changement de variables arbitraire fait 
apparaître dans une forme le terme »?. Nous concluons de là qu'en 
“excluant maintenant le cas banal m = 0 on aura toujours ©, = 0. Dans 
le cas m= o, les valeurs dés Z sont bien évidentes : 


PRE Nth ot aaa APE - Poke TES Vs 
7: Classement des monomes d'ordre P-— Étant donnés deux monomes 
de méme ordre p, 


AE 
Mere M! = x%1 2%... % 


nous dirons:que M est obs ou antérieur à js suivant que la pre- 
miére des différences «, — a as AMP N a, qui ne s’annule pas 
est négative ou positive. Cette définition, qui est ete ee légitime 
(siM est postérieur à M’ et M’ postérieur à M”, M est postérieur à M“) 
peut être présentée d’une manière qui met en évidence son lien étroit 
avec certaines des notions précédemment introduites (!). Remarquons 
‘que si M, M’ sont de gb; différentes, k, k (pat n° 2); M ‘sera - 


(1) On peut remarquer que ce classement qui offre, comme nous le verrons, des pro: 
‘priétés remarquables aurait pu être imaginé simplement en inversant le classement pro- 
posé par M. Delassus et utilisé par d'autres auteurs (Cf. C. R. Acad. Se., t. 174, 1922, 
P. 991). 

Donnons encore deux autres formes de la définition ici adoptée pour les mots « pos- 
térieur » et « antérieur ». 


‘1° Si les deux monomes M, M! sont Wapdvak différents, | MG à par rapport à 


! 
À 


4 
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postérieur ou antérieur à M’ suivant que. & sera supérieur ou infé- 
rieur à A’; De même si M, M sont de même classe k; mais si leurs 
quotients par ag (qui Sont deux monomes M,, M, de degré p—1 
YOR Og) De 3! tang Obi seuls) sont de classes différentes kj, kK M sera pos- 
térieur ou antérieur à M’ suivant que #, sera Supérieur ou inférieur 


HA ki; ; de même, si M, M’ sont de même classe #, leurs quotients M,, M! 


"par Xi de même classe #;, les quotients- des nouveaux monomes 
: par æ,, de même classe &,, etc. ft les quotients des monomes obtenus 


par « division par a, de même classe A,, les quotients Ms, M;,, des : 
monomes précédents par Bp, dé classes différentes K, K’, je dis que M 


est postérieur ou antérieur à M suivant AUG K est. supérieur, où 
inférieur à K'. | ve) PRO RAT 


En effet les nombres CCR AT PS Fr ‘sont réspective- _ 


Xs 


ment égaux aux nombres analnéhes relatifs aux monomes Me Me 


ide ceux-ci ne.sont autres que M, M’ divisés par un même 
_monome; M,,; Ms fie contiennent pas de variables d'indicé inférieur 


à hy; et d'après ce qui à été dit précédemment, M,. est postérieur ou 
antérieur à M,,, suivant que K est supérieur où inférieur à K’. 


Considérons maintenant des formes (F) d'ordre p, de rang m, nous 


pouvons en trouver 7m combinaisons linéaires fi indépendantes ® ayant 


ht | asinine _ 


j 


mais d’ordres différents _ Ae, Ay par rapport à PATES TS tie pris dans leur ensemble, 
M est dit postérieur ou-antérieur à M’ suivant que Age est supérieur ou à inférieur à À%. On 
déduit de là l'autre formé annoncée (2°) : 


4° Atteibuons aux “variables Li; FR wy ay les « votes » : 
<3 te 2; Bet x I 
; cote 1” DA Wes hee I 
oper, tool FOOT sh roe ES CO e I 
À Rietaeaveie we tin Aes 1 sol i I 1: 
ble les on a apitte , Nad me K32 Q Ô mor. ti: 
cote Gb dnt Ana RER EN 


“ 


ae À: Étant d'ailleurs quelcotiques: On voit immédiatement que, le classement qui en. 


° résultera pour les monomes d’ordre p sera précisément (1°). © : 
as Trouver les ® revient à. résoudre canoniquement (voir J; Math. +, 1920, p: 105) le 
système R= 0;" He classement soe étant le, ‘élassement, dre défini, Si le sys- 


~ 


Parad ws, Berg “a (pr is dans leur A M est Postérient ét antériéur a MW’ suivant. 
que À; est supérieur ou inférieur à À4: Si M, M' sont de même ordre réspèctivemént 
_- par rapport aux ensembles (x3, æa, .- ME (G35 Dis very n)y (Lky Biens + Cn) 


51 


à 
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la propriété suivante : on peut faire correspondre aux (®) respective- 
ment m monômes distincts d’ordre p, (M), de manière que chaque 
forme contienne effectivement le monome M correspondant et ne 
contienne en outre que des monomes antérieurs à ce monome M.En: 
groupant ensemble les formes auxquelles correspondent des monomes 
M de même classe, on obtient des groupes qui ont les propriétés géné- 
rales exigées des ® au début du paragraphe 3. An 
Mettons en évidence les deux remarques suivantes : 


(a). Le dernier monome (*) qui entre effectivement dans une com-. 
binaison linéaire déterminée, quelconque, des ®, est nécessairement, 
un des monomes (M) (?). | 

(b). Si l’on multiplie une forme ® par une quelconque des 
variables x,, le monome M’ (d’ordre p +1) qui apparaît à la place de M 
est postérieur à tous les autres monomes (d'ordre p +1) qui appa- 

‘raissent dans la forme : c'est là une conséquence immédiate de la défi- 
_nition même des mots « antérieur » et « postérieur » qui ne fait inter- 
venir que les différences a;— a. | 


Supposons maintenant les formes (F) en involution et chvisissons 
les formes ® non pas seulement comme il est dit au n° 3, mais encore 
comme il vient d’être spécifié. | 

Les « dernièrs » monomes des formes ® sont m monomes distincts M. 
Nous savons d'ailleurs que parmi ces monomes figure x? (vor fin n°6). 

Appelons M' les derniers monomes des formes ®. 

Le produit d’une forme ® par une quelconque des variables est une 
combinaison linéaire des ®! ; en utilisant. les deux remarques (a), (b), 


nous voyons immédiatement que le produit d’un monome M par une 
PA RTE SOS SOU RE ENS Ny eg 7 € NE PESTE EN 
téme) des F est en involution, les équations résolues canoniquement, chaque monome 
étant supposé remplacé par la dérivée correspondante, forment un système compléte— 
ment intégrable (même mémoire, p. 107). (Cf. C. R. Acad. Se., t. 174, 1922, p. 991, et 
ci-après exemples n° 11 et 18.) 

(1) Le dernier monome d’un ensemble donné de monomes d'ordre P est celui de ces 
monomes qui est postérieur à tous les autres monomes de l’ensemble. 

(?) A savoir celui qui correspond à la dernière forme æ qui entre effectivement daus — 


la combinaison linéaire envisagée | si l’on étend aux formes + la terminologie (postérieur, 
dernier) relative aux (M) correspondants]. ; Sr 
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| quelconque Hee variables est un monome M. Asizemnent dit le produit 

_ dun monome M de classe k par une des variables «,,, &.,, +++» Lavy 

est égal au produit d'un des M de classe À par l’une des He Dis 
RATER 2). Soit æ,, cette variable. . 
___.. Le premier produit ne contient pas les robes El Lp. PPT 
ay 7 ne peut done être inférieur 4.4. Comme, d’autre part, le, premier 
Fo © produit doit contenir a,, h’ est égal à à Æ et l on peut affirmer que: 


SANS Ie produit d'un, monome M de classe k par une Re des 
A variables Lny Ly 1; ney he 65 égal au produit d'un monome M (de classe 
ey Dee edits ou “pac a Fi par iy He se (A), Scant st tN OPS ea 


LE 


| Un système de monomes qui jouit de cette propriété sera a appelé 
: système involutif ("). pk 
 Appelons d’une manière générale (N) les monomes sd’ ordre p autres i 


a: que les monomes M N, un monome N) de classe #; — z, estun monome é 
+} de 1 
4 ' oN ! Sie 
4 d'ordre p — — 1, de ss au moins égale à é: formons = ae ay eit c’est 
MT LE EUR monome a ordre de classe kate dis ue ce ne: peut être aie DS 
ed PF ff q à 
FSC odes (M); si c'était un (M), son produit par x, serait égal au produit 
“AVE d'un M par he) 1, ON ce produit est Naa.’ ply a done contradiction. NOD rg 
$ | peut écrire LU EU UMR TE Se atin a inte he vette 
da 7 1 À in = 4 Ny. Are : 4 \ i ve } A an eat 
Ru, Be tes 
© Cy Nae i f 475, € : ‘ Je j 
‘ SN greg : N; Nx. ET PAL OA Videos j 
Lan | Les monomes = sont compris parmi les monomes d'où l’iné- 
bee ie Tie FA ‘ 
Biss “gale Deg 2. cane Ghee api hones MA es 
; $ a | 4 \ ’ one kr | né < ; 
A rs et d'une manière générale Sg A ee pe stake AN EG PA | 
eg : a : " | ; ato " + ah é : i: ° ge | r ve f | 4 AN Ÿ 
“oe 4 ++ je NE IS eh Cero: eee rb. ane Sos£ oi) | ARS MALE A 


ee e oe we) "est la JS (2°) (a). VA 
RON OR. peut d’ailleurs dre ces ii nes d’une manière moins. 
© formelle: » et plus directe, en “utilisant un résultat DRE PEN 


‘ Mr IA 1 
Satin obtenu : ri invariance des poe oe 


nu. 1920, p. eo es pS LA A 
re : ¥ ae fe A (3) XLI, MARS ge. ds Url : dia | 6 
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- Soit un selma. de De d'ordre Pp fre ab plus nécessai 


ont en involution ): Soit Z,+ 2, +...+X, le nombre dont. aug- EU 
/ 2. mente son rang lorsqu'on lui adjoint les produits de # formes | linéaires - fe 2 
À à coefficients biere par tous les monomes d’ lies p—i.Je dis 
Sarees PES > que l’on a E,£E,. Eure de ES ARE US ice TT SRE ae 
age Foor à ne % Soient d'une manière Ho trois systèmes de formes linéaires @ or 


FINE EURE A Re Degahon’ PAT Ta, Tad» l'abe les rangs ies systèmes (a); (a 2) eae) 
“Choisissons dans le systéme (a): l'a formes indépendantes ;._ toute cay ae 
forme (6) sera combinaison de ces 7, formes ‘et: de #4 tar autres hs 
formes ‘indépendantes entre elles et indépendantes des r, précédentes; | 
. dé même, toute forme (c) sera combinaison des. Ta premières formes, 
et de Fac —? Ta autres formes ; on a | done rr ue Saat RU mk 


f rare ‘ 1 % 4, ri 
Ru SELS Tate tat (Pap PAU Pale cece oe 
Be Ghee state ARRET QE il rib T Blas EU ES PTS OO PRÉC 
FAR Yt AR AO ar RERO NÉE OP PR ONE EE ANR EUR Re SOc 
A . ie : ; eee ‘y a be jf Fate Pa Fab ras Coe: Shae ‘ x x de : Nef 


Leger Ÿ 


nee 
supposons que le système (a) soit constitué € ) par les A €) et | 
les: produits | de k—2 formes. linéaires a coefficients arbüraires par. Ra 


_ tous les monomes d'ordre p= —1, et le système b, comme le système 1: ys Le D 
par les produits d’ une forme linéaire } à RC arbitraires par tous — SEP 


RADARS 
“les monomes d'ordre p— 1. apres cela, PRIN ces HN Pilkey 
RR ET OES EE prés te ere. 1788 RATES 
' , NE . Le + aie AS * 
elie a Ve oe 1. Le A) Ÿ ? , < ae A =. } 
1 i TR CASA TEE SN EE AG | l'abe— faste Li; i te 5 Ne SHARE CAN 407 
. dot UD AIDER UNS ANTIQUE AE, een ARLES OAT es | ARLES A TI 
TE ET Sr Dr es ne NUE UT, 3. HN 2 ie AA TT Le NE AB 
RU DE AN EE RE Sn nd + D A EE ET ELI SNS 
ay. 4 Rte Pon à LUE ‘ A. i © S CA = Pe / Ta 2 a A SK > ‘4: fafa 


8. Remarquons d abord que l'on Votre ‘titer: de la proposition ried 
ourécatehies une nouvelle démonstration du fait que a fait partie . ia 
des. (M). Gonsidérons le dernier, M des monomes M; s'il était de ee 
> classe k#n, son produit par æ, serait égal au produit par a, d'un 
_ ‘monome M de méme classe k, monome M dont. le degré en a, devrait — 


PSE suite être ee ela a M ce qui ne FA tire, puisque | M, 
est tle dernier des QD. RNA NN PE He eS Cy hte a eRe 


. i) nie monomes a’ ordre op étant toujours regardée comme autant x variables indé 


pointe Leg AC ve cv LEA EM METIER 
CRE Ashi ORNS CEU Be QE AT A 
Ÿ ~ LE s = 1 bo ‘a 
: ' \ ‘ y 4 HON os 
te \ | À ; 4 4 ET UE 
+ N \ 14 LAN OS. F | à 
rent f ; N° | 
La x } J AT ON wf A 
as es t f : : ‘1 fe 
‘4 Here : } sit 2 CA | 
Vie ‘he, À AN Jap vn + ys € 
’ * SRN, j \ à si A # à 
' | : x ’ 
Seas LR 4 > > x se > 
ae « CENT . ‘ 
Be, » i] Nw ba € 
rs i de . 
‘Nae bas Lean ee 
sr 4 HY Pat CPS pak wee 
e At af 
= EN j PARENT a 1.4 


à J 
“ 
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Plus généralement, montrons que si les (M) contiennent un monome | 
oa ‘classe & <n, ils contiennent nécessairement un monome de 
classe & +1; il en résultera que les classes distinctes des monomes (M) 
constitueront une suite d’ entiers consécutifs ? à partir de PAUSE RO RE 
_ Le produit d’un des M de classe k dont le degré en 4 est minimum 
(et égal à a) par une des variables a; (i =n, n—1,.. ta MAT) doit. 
- être égal au produit par 2, d'un. M, de classe supérieure et non égale 

à 4; d’où « ce premier resultate, Ga | 

D'autre part, si l’on choisit 7 = # + 1, on voit qu ‘il existe nécessai- 

rement un M au moins de classe 4 +1; celui qui Haute dans Taye 
deuxième partie de la phrase précédente. S 
_- Supposons maintenant qu’il existe’ un monome M de AS k et de 
Se degré h=venx;sun raisonnement tout analogue montre immédia- 
tement qu’il existe un monome M de classe # et de degré À — + en &. 
Ainsi les degrés en x, des monomes M de même classe 4 forment une 
suite d’entiers consécutifs à partir de 1:1, 2j A,. Considérons. fe 
_monomes M de classe ket dedegré k-Æ1en æ;; leurs quotients par x 
sont des monomes de degré p — het'de classe > k; le produit d'un 
tel quotient Q, para; (t =n, Per HTC sn figure nécessairement | 
- parmi les quotients Q,_, par a des monomes M de classe & et de 
. degré h— 1. Enfin le produit d’un Q, par x; (= n, n-~1, »k+1) 
- figure parmi. les monomes M de classe supérigure ak que nous appel | 

LPO eet Gas A ke i? / | 

Le système Q, aux seules bi Ly, Bus en Vhs est évidem- 

ment lui-même involutif. > | | 

Les remarques précédentes suggèrent le moyen de Des ateonve: 

ment les systèmes involutifs à n variables connaissant les systèmes InVO=. 
lutifs de même ordre an—1 variables. = 

Soit ‘Gy un système involutif d'ordre p aux 7 — 1 variables 


\ 


x as 
, ae eat} BES ie ae 


| Choisissons des systèmes de monomes a’ ‘ordres p —1, pos . ph 
que nous appellerons Q,, Q., te Q, telsique tout multiple du premier 
ordre a’ un Q; soit un Q;_ (i= = 1,2, ae h) en entendant par multiple 
du premier ordre de Q, le produit de Q; par une des lettres æ,, 
Tats: + 45 : le système An variables (Qos Qe, : os Que) satisfait 


eit 
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à la condition (A); et il résulte de ce qui précède que tout système 
involutif ? à n variables peut s'obtenir de cette manière: 


Exemple. — Proposons-nous de trouver les divers systèmes inyo-+ 
lutifs du deuxième ordre à trois variables 


(Qo)( Qiu) OR aa). 


Le seul système taveltiif du deuxième ordre à une variable est cons- 
titué par l'unique monome x. 

Cherchons les systèmes involutifs ‘de deuxiéme ordre a deux 
variables 2, æ, (autres que le système précédent); x, devra figurer 
effectivement dans un des monomes du système; son degré maximum 
sera 1 ou 2; dans le premier cas, le système est constitué par 


(æ, æ3æ,); dans le second cas, il doit y avoir aussi dans le système : 


un monome de degré 1 en 2, le système ne pourra être autré crus 
(a Ly Ly, æ ) 

Cherchons maintenant les systemés involutifs du deuxième ordre 
à trois variables æ,, æ,, a, (autres que les précédents ); x, devra | 
figurer dans un monome du système; son degré maximum sera 1 ou 2, 
Nous aurons donc différents cas à distinguer suivant que les monomes M 
de première classe et de degré maximum en x; sont 


t 


| | | (meta) (7 thats. 


Rohe): comme x et æ,æ, font partie des deux systèmes précé- 
demment ue nous obtenons deux types 


. 2 
T3) T3las TT ; ? 


2 2 à 
Ts Ta La) Loy L3Ti; 


2° (æ,%,): +,æ, et x} ne font partie que du second des tot 
précédemment trouvés ; d'où un seul type 


(25, T3To) me, zx); - j \ 
3° (x, 2,) et (x:&,): un seul type 


it. | 
(æi, et D Dey hey, Titi): 
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go M ie FU est ici Px, et D: doivent faire partie ded: Qi d’où le seul 
oe te Panes tat à \ | 


Se 
(a PsP ry PAT Bs; nt). 


À 


Phe nous obtenons 8 types de systèmes « involutifs ». 


On aperçoit d’ailleurs, immédiatement, les valeurs des (6); dy = ne 


o, eto, sont donnés par le tableau suivant : à 


a 


| Dis LyL2, 23, Lyd 

T3; ET 245 Lo Ly : 
MR, Tia HF, yy, Tai 
Lao, via A XiTi, LE 


8 

ww) 

8 

o 

8 

~ 
À CN 3 
Oe D D D. WwW ow 


_© 06 0 0 = OM, 


dee Nero de ce genre est utile pour trouver les systèmes. de. = 


Res possibles pour Cy, Fx, ere Sp, quand on se: donne Vordre d’un 


parece en involution de formes à » variables d’ ailleurs indéterminé, et 
. pour former effectivement des exemples de systèmes en involution KGa 


“ porrespondant à un systeme de valeurs possibles : pour. les (9): les 
“monomes eux-mémes constituent d' ailleurs de jh pe sa 


he. © à À x 


9. La définition ic systèmes | ones rh monomes est équivalente 
à Ag suivante : Un système dé monomes (M) d’ ‘ordre p est ingolutif sien 
| appelant variables multiplicatrices d’un monomé de classe & Les | 
variables Ths pay ces By, tout multiple Md’ ordre p 4 a un monome Layee 


du système est égal au produit d’un certain monome M. du système RACE 


par une de ses Dee ne (on dira ale est le monome Re 


to provient M’). LA ae vA edgier) Ay AN 


- Et la propriété. fondamentale ine systèmes de oies: en Here EN 
eo Sous ‘montre que si le système de monomes M est involutif, i ne 
reine M' des multiples do rdre p+ 1 de M l'est aussi. 


D'une manière so le sn us aes multiples d'ordre P Na Mac 


4 FL 


RE K de Mest involutif. LR ie Rare eat 


SAR ETES : 46 Rohe SSSR pres MAURICE JANET, ae 
eee NG GPO ne tae Senn a | 
SALUE 8 LAURE : Admettons maintenant que pour une valeur. particulière. ie aE 
ees bane . tous les M°” puissent s’obtenir en multipliant chaque M es 
Bao fi Re | monome ordre À ne contenant que les variables multiplicatrices de. : 


RS Eee cot M. Un bce est le di DOTS, on M” pes une a ila S 


aN _monome. eit qui, d'a après notre ‘Rypothelear a permis cde r ‘obten ry 0 ate e 
ag variable riens de Me est done rare ASS de M 


“tenant que dae sattabies nulipticatics de M. À STE Le aoe Ke 
On voit done que: ae ve SE ROUTE LAINE 
Tout multiple (d'ordre igaslotniquey Apex M est Je produit. d'us M 


“par un monome ne contenant que les variables multiplicatrices de M. PR 
à x Sule 7 
D'ailleurs. deux produits a oT de cette seen avec. deu M Le 


différentes. ae k, ‘tala de ii plus petite ease Ke ab nm 
des variables . Le Pugs veep D,AUN degré total inférieur à Pi si les deux 
ae is monomes M. sont de même classe ket de degrés différents en |, les 
ie a eee Duo very us des es am v sont différents ; ae si © 


4 <P J à 
x ae À A ope ial ss va ce Roi aN % 1 Fi 5 


érable Ne eke on n obtient tout malig a ‘ re ph 
une fois et une seule fois. Sarak eee Le nl ee RS ee, ee ee ss i 


; wy AT | | = | 
sie La: proposition est vraie en particulier | pour to systeme invotutit | Fe as ‘ee 

constitué par tous les 1 monomes POM RR DE ts RARES ee 

Revenons ¢ au système des (M) et appelons comme es Oo 
oS auires monomes d’ ordre pi ‘appelons variables multiplicatrices rs 
_desN de classe k celles, mémes des M de même classe, a Savoir. ey 
Je De A ME RÉ Pr NEA SP gs 

En appliquant tg proposition its au syst at, Ns puis a au ‘ 
Satine (M), on voit qu’en multipliant tout N par tout monome 
… d'ordre À formé : avec des variables. multiplicatrices de NS on obtient | 


des monomes. distincts d'ordre P + ie et. que ces monomes pre a os 


Ne bah at 


/. 


ew 
î 


UT 


DR a 
no 
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eae aussi tous distincts. des M9; ce sont done tous les monomes 


d'ordre p + À autres que les M®. D'où la proposition : 

En multipliant tout monome N par tout monome d’ordre à formé 
avec ses variables multiplicatrices, on obtient tout monome d'ordre 
p + kqui n'est pas multiple d’un M, une fois et une-seule fois. 


Résumons les propositions précédentes : Les monomes d'ordre p +". 
qui sont multiples de quelque (M) et ceux qui ne sont multiples d'aucun (M) | 
se ee nee les uns-et les autres en uñ nombre fini d’ensembles sans éle- 
ments communs, tous les éléments d’un ensemble se déduisent d’un mo-, 

# nome (M) ou (N) d’ ordre pen le multipliant par. un monome en Lis tad 
Lis very yy t'étant égal à la classe de ce dernier monome CH) ou (N) 


eM n’est d’ailleurs Pie an que pour un monome, le monome z? qui est 
‘un (M); et le nombre des ensembles pour lesquels ¢ a une valeur 
déterminée donnée est [2 1 — a; pour les M; si pour FES AN EN 


n-it+1 7) À 


N , 
40. Revenons à la remarque rt au n°8. Les a sont compris 
; | 


| ie 
oe co os Oa 


Autrement dit, les Mg se répartissent ie la manière. suivante : : 


60, (Oe. monomes qui ne sont pas dés se non 2 
«' EU ru È rer DL aN Peay! +7} Ts oe i a) 
6) — 04 monomes qui sont des — mais non des —; 
PELLE SRE RE La Xs 
ee Slot led wngisriene tales eletere jeheeeianlativite te es 
/ À ki 
x — 0x4; Monomes qui sont des —*  maisnon des Ve ’ 
“Bk — Oke ~ 


au PTTL AT UE TT CI 5 le De ste eee le fuego hare hn orbs 6e gs se se) 


ae fes sry EN MES rs n 
Tn—2— Tn-1 Monomes qui sont des - “— mais non des —— 
Pied : 7 NE Dhs | ny T1 
à aia Thiele A 4 Fr et wai ON 
sS on Ny oi Goines qu sont des i us | 
RARE se ANRT mA Wey Stee SOR ed PI Hg 


naa 


wey 
+ ra 


“des monomes N. ey RR GBS a imate. IN ‘ 


» ; { f 
DSP es set tela We ares eee eee ans ean era terest ao COQUE IN COR TENUE ae 


‘Les monomes des n oh dernières multipliés pie a donnent des” 


_monomes N. LP COLE NI NES 


. ‘shied + . jee sons ere 
AE ys NE NS MR Re Are: à aoe sand Neon se es rare vos dose eo | 


* Chacun de ces 5, monomes 3 multiplié bar ©, donne un monome N. 
Les monomes des n — = dernières here unies pata, donnent 


4 


43, / MAURICE JANET. 


On obtient ainsi en effet les N,,-les No, --,, les N. LU 
Ainsi en affectant aux monomes (N°) Poe p—1 écrits dans le 
tableau précédent les variables multiplicatrices suivantes : 


Pour ceux de la (x — 1)* ligne (N?_-4), us, Æn-os + +5 Dis 
DAS (n—9), » :\(N£2s), Nant RAD haat 

AO SANA Mh SR Eee lak batts 

» ke » (NX), X hey » Lis 

SACS LAN PRET EL 47 A A PCR) US Cr 7 2 

| » 1° » (NS), . By; 


on arrive à ce résultat : 


Les produits obtenus en multipliant un quelconque des N° par une quel- 
congue de ses variables multiplicatrices reproduisent une fois et une seule 
fois les monomes N. 


Multiplions maintenant un N° par un monome P quelconque 
d'ordre X formé avec ses variables multiplicatrices; soit 2 le plus grand. 
indice des variables qui figurent dans P; N°æ, étant un N,, N°P est le 
produit d’un N, par un monome en 2, æ,, ..., æ,. C’est donc un des. 
monomes d'ordre p + À — 1 qui ne sont multiples d'aucun (M). 

Réciproquement, tout monome d'ordre p + À — 1 qui n’est multiple 
: d'aucun (M) peut être obtenu par le procédé précédent ; un tel monome 
est égal, ainsi que nous l'avons vu, au produit d’un N, par un monome 
ent, Las  Æp3 Cet N; est le produit par x, d’un N°, 12, mais untel 
N° admet nécessairement (au moins) les variables multiplicatrices 
NE Aude ps 

* Enfin le nombre des monomes et par le procédé precedents est 


(a — CAR FT bose oy) TA + deh (Sri eat Pai "= ms LU 
cime RE Ca 


. ce qui est précisément le nombre des monomes distincts. d'ordre 
p+À—1xquine sont multiples d'aucun (M). Les monomes obtenus 
sont donc distinets. 

Tous les monomes d'ordre > 2p qui ne sont multiples d’aucun M se 
“groupent en un nombre fini a’ ensembles sans éléments communs, les élé- 
ments d'ordre? p d'un ensemble se déduisant d'un N° (d'ordre p— 1) en le 
multipliant par un monome d'ordre 21 en x;...%x, (i dépendant de Ney, 


/ 


} 


if 
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CAL: Deanne: ici un exemple de système de formes en involution, 
auquel nous appliquerons les remarques he paragraphes précédents. 

Ce sera un système du deuxième ordre : à 5 variables | ped lequel on 
ME Dy Gyo, =o, = 0, 14 

Les derniers monomes des formes ® d'un tel système (voir n° 7) sont 
nécessairement : Oat ad ks A A RAY APE A æ, FRE 

Considérons les formes particulières (an the 


7 


3 oF F,— 22 Sey, 
F323 2,— Lay) 
Pre Te 
F; = Lp Ly— Med, 
fh: Pi By La; ‘i 


Piste PAS ARC) 


. 


pant les ee monomes sont respectivement les (De, 


Ona identiquement 


# 1 


i a oF = ar, pe LAIT : + 
Fi = a, Fs + Ps, DE. aR s-+ a, Fy, 
CAE CAVE NAVARRE Fa; es Fi, 
3 Fo ce 2P e+ 23k 34-741 Fi, | x, F, —— BaF @5F ye 01 Poe 
ee — LS PARA LEO wate Mer de SENTE BF 


Le système. des formes (EF) est done: Wien en involution (wore n° 6). 
Les monomes d’ordre supérieur ou égal à 2 qui ne sont multiples 
fp aucun M se groupent en 9 classes sans éléments communs, les 
monomes de 5 = 4 de ces classes s ‘obtenant respectivement en mul- 
- tipliant Hay Lilas TL, &° , par les monomes en æ;, æ,; les monomes 
des io ae aa autres s’obtenant respectivement en multipliant CAVE 

du oy aD Fe, ee par les monomes en a, eo HO | 


Pho . > a 


ay ‘Gee years Sot précisément si. qui ont été traitées comme exemple ‘dant ma 
- thèse, par une méthode différente (7. Math, 1920, p. 145). Signalons un léger change- 
ment de notations: on à appelé ici #4, Lo) Lay Da, les variables qui, dans le travail cité, 
’s ’appelaient respectivement Hs, T1; Day C3; Hy; ‘ indiquons l'origine de cet’ exemple en utili- 


sant les anciennes notations ; le module considéré est le module des formes qui s’annulent 


pour tout point de la multiplicité = ut, = wy, 35> U2 02, Ce US, 1s = oF (voir, 
TOPEaNe, Math. Ann., t. 36). TRS : te 
Ann. Ee, Norm., (3); te — évier sat GR ta oth teens ; 4 
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On peut aller plus loin et dire que les monomes d'ordre supérieur 
ou égal à 1 qui ne sont multiples d'aucun M se groupent en 9, — 5 
classes sans éléments communs, les monomes de 5, = 4 de ces classes 
s’obtenant respectivement en multipliant æ;, 2, æs, % par les 
monomes en x, æ, et les monomes de s,—65,= 1 de ces classes 
s’obtenant en multipliant 2, par les monomes en @,. 


12. Nous avons mis en évidence au n° 10 certains monomes dis- 
tincts de degré p —1, les N? ,, N).,, ..., Nj en nombres respective- 


Je NT 29 
ment égaux à 
Cnts One Ty es pe Te: 


Appelons M° les monomes d'ordre p — 1 qui ne figurent pas parmi 
les précédents, ils sont au nombre de I?’ — 5,.Formons un tableau, 
à double entrée, dont les lignes correspondent respectivement à 
chacun des Ns, ,, puis des N° ,, ..., N°, Me etles colonnes aux variables 
Ty Los, Lp, et faisons figurer dans chaque case le monome d'ordre p 
obtenu en multipliant le monome d’ordre p — 1 et la variable a apx- 
~ quels cette case se trouve correspondre. Considérons les 5; premières 
cases de la 7 colonne, et donnons à z les valeurs 1, 2, ..., nr — 1. 
Les 5,+0,+..,+5,_, Cases ainsi obtenues sont occupées par les 
Gi Oati+ 5,2, monomes (N) d'ordre p. | 

Les I" cases d'une colonne déterminée a, sont occupées par des 
monomes distincts : tous les monomes d’ordre p contenant effective- 
ment +; pour la première ce sont tous les monomes de première 
classe; comme les, premières sont oceupées par les N,, les autres 
sont occupées par les M,. | | 


La #* colonne se compose des N,, des M,, et de certains monomes de 


classes inférieures à &. . 


Autrement dit, les Le "— 5, dernières cases de la & colonne con- 
tiennent : 


à * 


1° Tous les M, ; 
2° Certains monomes (M ou N) de classe < f, 


Ces remarques sont utiles comme introduction au paragraphe sui- 
vant. | k 
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MS Géndhalivations, aS, Considérons, plus généralement, des indé- 


È terminées is STE teparties en groupes NONE ee NS, Me con. 
itenant tespectivement. ha, 0, 8, Sy) Oo 7. indéter- 
RMMnoËs (a) (ad sb ei 20) 

Formons un tableau à double entrée don les lignes correspondent 

i respectivement à à chacune de ces indéterminées et les colonnes aux 
variables æ; faisons figurer dans chaque case le produit de l’indéter- 

| minée u e par Ja variable æ, auxquelles cette case correspond, Donnons- 
nous der relations linéaires E,; correspondant respectivément 
aux U,X; pour lesquelles ¢ > 5;; nous supposons que E,; donne u, æ;en. 
tn des u,x, pour lesquelles k£retr£o,. Si nous multiplions — 

_ chacune des E in, par une quelconque des variables indépendantes, nous , 
obtenons des équations linéaires en wag. Considérons ces quantités 
! comme autant de variables indépendantes (en regardant bien entendu 
Uy Ly Cb Uj XRLy comme représentant la même variable). La solution | 

du système d'équations linéaires ainsi obtenu dépend au plus de 


de celles-la par certaines équations Een. Supposons atteint ce nombre 
. d’arbitraires et recommencons la même AREA en pe ven 


LS 


MAT ES indéterminée NAN EU Nis Me res vectivement : 
‘ RY 0 Ke 
ae > aa a 
= 1 4 4 ' | , Naa t ss 
> ea! be h é ; ' 
À at. Mas Wy Ly ly Ly es Mp ase Me ee) D TRE APR vey 
a te oe a x ue nous 
RES | * LUTTE Us Ln—1s HAE > Mayer n- A | hy an | (ass 1) V4 
ae Pr re RCA TAN Tr a ; à 7 j 
2 . ‘ re ane reas VALI UE à cl ena Set Ar ka avait oe ; 1 a eg eee 
A ae DRE RIDE ES EN Di EE ANT ue pour, a réger, | 
‘ ae Frs DE if SPM Soe eae AAC hy 7 Pan EES, . oe 
tS Us “tous les autres ui ak Li ay EN eon eae NPA LE) MAÉ OS 
4 k 2 rik te À à à a f 5 a ee 


74 a comme sur le système primitif < en prenant re PRO equa 


“tions “Ba 7 see ipa 10 Pins RE Ja VU 
wore AU a LIRE NOR Rest US ae RENAN RENE 
DT ANS: Ts = = + == ——- - CRIE ar É ; an Fg Veh D OO EN DUT 


ail 


boats Py ment se mettre sous la forme imposée aux équations. Es, autrement dit que. ces. équalions 

#0 $: Eprx donnent les produits des quantités (0), (1), (2 )s teat: (Tr) par a en fonction des 

ur | produits par æn(h £1) des quantités (h), (A+ ieee: CAL Le fait s’aperçoit immédiate- 
ment lorsque l=1 ely suffit de multiplier par a les deus membres d’une équation Epi écrite 

- A sous la forme imposée. Admettons qu'il soit vérifié lorsque 1SX et démontrons qu'il lest 
. lorsque Lahr rile ‘produit! par, æ)+1 d’une quantité (1)(2)... (2) est égal au pro- — 

duir par æy(u£ À) soit sue ee Oey), soit arate quantité (o), dans le HERONS 


Go, + 26,+...+ ng, arbitraires, les autres sont déterminées en fonction ea 


re On peul Nemansee de la manière uote que les équations Baik peuvent effective à 


1 


t 3 s ; en 
mf y= on ae Reed Woe Font 


oh He PN à fat 2 
poule faire voir, nous allons consi rer sn éq dat : 


At 


vals équations aux dérivées partielles ere aux 
a, Lap uae \ ee due + 
de x, 3 Bee Vas a ee la ‘dérivée ze 


| t que chaque. se cond m 


He 


À 1 i S u 
l'hypothèse faite ds LSA 2° Ie | + pt par xu ur 
“une équation, Ep vue produits px par 44 des q 
aves des quantités ou : , là Testinestop x 19) ap 

pe . démonstration. FERME 
Fe Ma Ge LS 


eS alt < Le 
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complètement intégrable, toutes les dérivées paramétriques du troi- 
siéme ordre seront arbitraires, en entendant par dérivées paramé- 
triques du troisième ordre les dérivées du troisième ordre des w qui ne 
: sont dérivées d’aucun premier membre de E,;; ces dérivées sont res- 
pectivement celles des u d'indices inférieurs ou égaux à 5, et supé- 
rieur à 5, par rapport aæ,, des uw d'indices inférieurs ou égaux à 5, et 


Supérieur ao; par rapport à æ,,2,,..., des u 'd’ ee Do ou 


égaux ao, par rapport 4-2,,2,,..., 2p. 
Elles sont en nombre 


o 
; Terao + Li (02 mi Vente entre 


c’est-a- ve que la solution du système d’ équations ordinaires (B) 


obtenu en dérivant une fois les A’ dépend de 


Ne 
ETSY. enue ee NO, 


arbitraires, où fe 2 
aaa tat. Ha Bo eae rae se Tah Cn On 2 

Nau Ae aS ainsi dans toute sa généralité un théoréme algé- 

” brique obtenu par M. Cartan, sous une forme peut-être uñ pen. moins 

intuitive que la pone: enr (? ue | 


¢ 


44, Nouvelle ae du Deere PUR — Rose ici une 


nouvelle forme que l’on peut donner à l'énoncé fondamental E° 

_ Soit un système de formes quelconques (F) d'ordre P; et, comme 
précédemment, F” les formes obtenues en multipliant une forme F 
quelconque par une variable (a) quelconque. 


| 


* 


Si lon substitue, dans une forme F a tout monome eas tert Tae 


\ 


forme: linéaire en Oy Os... o, 


x 


i ' ’ = | ? ' * + 
age Enc al Hee + pias a ee ae Oye et at xe Ho Eng Oat Ons 


{ 


le coefficient de ere des w Fe I Be uen trouvée est une forme 
F’, et l’on obtient ainsi toutes les formes F’. Si done on cherche a 
tee identiquement en ,, My, . 615 Vy aies expressions obtenues 


| (1) Annales École Normale, 1904, p. 166. 
\ \ < re ; AT 


AN" À 


> 


#. 
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en substituant dans les F aux monomes a a}...a%4" respectivement 
des expressions.de la forme 


Pairies art Pa Gy el. 09 te DE Pain. qui Ons 


_où les p sont de nouvelles inconnues (à 2 indices, dont la somme est 
“P+ 1), il suffit pour connaitre le degré de généralité de la solution de 
connaître le rang m’ des formes F’; on peut done dire quil y aura 
au plus ; | | 
Ty 2g. (NE 1) an os 
des quantités p;, x... 3, qui seront arbitraires, et que la condition néces- 
saire et suffisante pour que ce nombre d’arbitraires soit atteint est que 
le système F soit en involution; les quantités p, »,. 2, arbitraires 
sont celles qui correspondront AUX 6, +20 +. +(n— 1) 4 
monomes d’ordre P + 1 qui ne sont pas des M’ (n° 9). : 

On est amené ainsi à l’énoneé suivant: + 

Etant donné (*) un système d'équations linéaires homogènes (Fy 
relativement à des variables à 2 indices positifs ou nuls 

t 


\ Pa a. & (ot, + Ge + + an =), 


désignons par 5, le nombre dont s’accroit le rang de ¢ ce système 
lorsqu'on lui adjoint les équations : a : 


ai! paies. HOTTE as P3, Bo-#1., Bree + ah’ pp, 83: Buy But 9) 


où Bis 8. ANR D prennent tous les systèmes de valeurs entières (posi- 


tives ou nulles) telles que 8, + 6, +... +8,= 4 — 1 et où les (a) ont 
des valeurs déterminées arbitraires (?), et d'une manière générale par 
+62 +... +5 le nombre dont s'accroit le rang du système (F)_ 
quand on lui adjoint les = Naa 


(Gi) a Pape 8 AS" pp, BH. By it ape, Ba-Bas Bure 05 


out prend toutes les valeurs 1, 2,..., 4, où Bin seoittty prennent tous 
les systèmes de valeurs entières (positives ou nulles) telles que 


PTE TT TC PR ae eh 2 RON 
(1) Nous donnons cette nouvelle forme à. l'énoncé du n° 1 Simplement pour le rappro- 


cher plus étroitement des énoncés de M. Cartan (Ann. de WÉcole Nor male; Ad p. 16% 
et 166). 


(21 C'est-à-dire : ne dulietaisent peut- hires qu'à des conditions d’inégalité.. 


’ 


fits 


… (1) C'est-à-dire : ne satisfaisant, peut-être, qu'à dé tions d inégal. 


ot 
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BH +. oe Ge kee y et où les a ont des valeurs déterminées i 
‘arbitraires (' yee 


Si l’on chèrche à satisfaire au système pe — 0 oidentiquement en w par 
des expressions de la forme 


Pas ah = = Pasta. en GE Paie. » Op + SE EN Rae 


ei + 20» +. Site 1) 51, au plus des lettres Pa, ne CU PA LATE 
(a a+... +, =k + 1) seront arbitraires; si ce nombre : 
d’ athitraires est ee le système (F’) obtenu en écrivant les équa- 
tions. linéaires” qui lient les variables p,1 4,1, jouit précisément de la 
Ee srapeiéte ae nous venons de supposer appartenir au systéme (F); les 
ic enone a’ du système F’ se déduisent d ailleurs aisément des ¢ Gas | 
int =) et l'on a es | beta 


1} 
1 i 
¢ ee 


he ‘ ng Py 


Che Tn—2=:- .= AE Mu ny ; Ÿ 
‘ | (ys 


4 3 : is À 
45. On peut ranean un système quelconque de manière a à obtenir un 
5 {système en involution. — | | Aeron 
Considérons maintenant un système quelconque de. formes alge 
ques d'ordre p (F). | RE | 
Si l'on "adjoint ? à ce système toutes Sieg Formes NL Raat. 
ne (aia, a Ns sala) ms | 


x 


ou les mi ‘désignant tous les monomes d’ ‘ordre p - = 1 et-où les al . 


sont des constantes données arbitraires, le: rang augmente de s,. Si, de is 


même, on adjoint au Système constitué pee les Fet tous les Pe oad gh 
sia Na Le Lo ET x (aa. Lam, hea area 
bs if f à "4 


Pies He + no RENE de 4 


toutes de formes (ala, a «+ aix.) mn, où les a one encore ‘ides. FEU 


me constantes données rare le. rang augmente de a} Considérons 
Te maintenant. toutes les formes che em multipliant une forme By 


. quelconque par ane variable a; quelconque; on pourra définir pour les : 


‘ - formes Ces d ordre p + ae ainsi obieraties, des nombres al, analogues 


RIRES 0 17e RER TE Wer ky ae ‘ yeas 2 ! Le 
es EE - ; — STE : 7 7 : 
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5 ,0,...,0.. Il résulte de ce que l’on a vu au commencement de cette 
1 2 a n rs ¢ 
étude (*) que l'on a 


Ot oy te. On Soi + 202+... + RO: 


Nous avons étudié dans ce qui précède le cas où l’égalité a lieu; 
supposons au contraire qu'il y ait énégalité. Nous étudions alors le 
système (F’) comme nous venons d'étudier le système (F); on à - 


a, + a, +. bon + 20g. + non. 


Si l’égalité a lieu, on connaît parfaitement la constitution des systèmes 
suivants F”, F“,..., nous considérons l'opération comme terminée; si 


l'égalité n’a pas lieu, nous traiterons (F’) comme nous venons, de, 


traiter (F), c’est-à-dire que nous étudierons (F”) et ainsi de suite..., 
Je dis que l'opération se terminera; autrement dit, que l'inégalité 
ne pourra se présenter indéfiniment. y 


Il nous suffira pour le voir d’utiliser la proposition suivante : 
Soit 
| PHP +2). oo 


ER \ | 1.2...(n —2) | A LE 


le polynome caractéristique (*) d’un module quelconque donné (M); 
_le polynome caractéristique du module obtenu en adjoignant aux, 
formes de (M) une forme linéaire ‘arbitraire est. 


pee P+1 eens Lee ret Ye 

ese a Ts % 1.2 e ae t 
ge PROP Hed. joa 3 

I. ..(rn—8) n-1 


r f 
(1) Faisons le changement de variables défini par les » égalités ats en. Les mp1 
constituent I~! combinaisons linéairement indépendantes des T2-1, monomes d'ordre 
p—1en Xi, X2,..., X. Le rang d’un système de formes d’ onan Ps relativement aux 
monomes d'ordre p en æ, est d’ailleurs égal au rang du système transformé, relative- 
ment aux monomes d'ordre p en X; les nombres ¢ définis ici sont it done bien égaux 
respectivement aux nombres o du début pour le système en X. 


(?) C'est-à-dire le polynome en P auquel se réduit, dès que P est assez grand, le 


nombre des conditions indépendantes auxquelles doit satisfaire une se d'ordre P pour 
faire partie du module. 
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= 


ou plus briévement, le polynome caractéristique de (M, ¢) où / est une 
forme linéaire arbitraire est la différence premiére du polynome carac- 
téristique de M. Admettons cette proposition, que nous démontrerons 
d’ailleurs plus loin. Nous en déduisons immédiatement que le poly- 
nome caractéristique de (M, /, 2) ott 2,2 sont deux formes linéaires 
arbitraires est 


P+ $ PS PUP ad (Pees 
LP Re Ares dese tenes 
! | kegel 4) 


où si l’on préfère, la différence seconde du polynome caractéristique 
de (M). D'une manière générale, le polynome caractéristique de 
(M,2,,2,,...,d,) où les (2) sont # formes linéaires arbitraires est la 
différence 4°"° du polynome caractéristique de (M). Choisissons P, de 
manière que les polynomes précédents représentent effectivement dès 
que P2P, le nombre des conditions indépendantes auxquelles doit 
satisfaire une forme d'ordre P pour faire partie des modules (M)(M,/), 
(M, 7, /’)..., ete. Les nombres: (5) du système des formes d'ordre P du 
module M sont respectivement 


a Ti = F; "TS RSs 
CG; — Le iF T3 
AS me en oka cee rere Fi 
rés = Enea et 


Les nombres (c) des formes d'ordre P + 1, nombres que nous appel- 
lerons (o'), sont respectivement 


f opr hae 
Gp a= We 

‘3 da ES TS 
Giessen no | are 


Gui SA T’ ast 


où T!, he iis kr _, sont les valeurs des polynomes T,,T,, ..,T,_, où P 
a été remplacé par P + 1. 


Ann. Ec, Norm, ” (EPA XL. — a ASE 1924: 
“ 


Ne 


Let 
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Des expressions des (5) on déduit CRIER PEUR 


py 9)": 
PhS ee 4 PR (Pn he 


Oy 20H eh (MN Gna TE; Rae Pie tee es net 

; cP 4) 2 (Rates 
be ea ee i BU teen ate) 
Leak SR ARRETE RE DR PE ee AN A Een 

TE ; 
BETA MEL 
ae Vas ue L site 
| jp AR SAD) RTE (P12) 


; 1,2. ..(n—2) | Fear 


Mais cette quantité n’est autre que NC 


yy 


= Gi Goes + On. di 


Les formes d'ordre P du module ont done la propriété annoncée. 

16. Nous avons utilisé la propôsition suivante, qui s’appliqué à un 
module M quelconque : « le polynome caractéristique du module 
(M, 2), où Zest une forme linéaire arbitraire, est la différence première 
du polynome caractéristique du module (M). » 

Cette proposition est évidemment une conséquence immédiate de la 
suivante : | 

«A partir d’un certain ordre p, on obtient un système complet des: 

formes d'ordre p + 1 du module divisibles par ¢ (forme linéaire à. 
coefficients arbitraires), en Sup par /les formes d'ordre p qui 
appartiennent au module.\». 

Ou, sous une forme géométrique, pour le cas où le module est défini — 
comme l'ensemble des formes qui s’annulent pour tous les points d'une 
multiplicité donnée : 

« A partir d’un certain ordre PA on OR ttes les surfaces ee ) 
d'ordre p + 1, passant par une multiplicité donnée et contenant un 
eRe LG SIS TR MA ER Dee ORE PMO Erne peed 2" 

(!) En utilisant les formules connues Se Re 


x = É i> 
MARTE. TRE TE 


(2) Surface = yariélé à 7 — 2 dimensions dans espace in —1 dimensions (edor- 
données homogènes Pis Cases Mn): plan = surface du premier degré, 


* 


1 
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warn Behitraehe donné, en considérant toutes les surfaces formées par 
ce plan et une surface d’ ordre p passant par la multiplicité donnée. » 
Sew La proposition prend ainsi un aspect intuitif, mais il est utile d’en — 
: donner une démonstration. bus qui montrera nettement: son | 
- caractère général. 
® Soient (M) un module quelconque donné; {une forme Ha tele 
que si Von fait varier’ses coefficients indépendamment les uns des 
-_ autres (au moins dans certaines limites) la fonction caractéristique du 
- module (M, /) ne change pas: Faisons | un changement linéaire et 
= homogène de variables æ,,æ,,..., æ,|X,, X,,...,.X, dont une des 
équations de définition soit X= 1. ‘Si dans le meee. en (X) obtenu 
1 on remplace X, par x + h,X, +... +, X, on obtient un module & . 
= dépendant (') des paramètres À tel que la: fonction caractéristique du, 
module (vu, X,) est indépendante des A (pourvu que les valeurs abso- 


re As 


; Fa ce de ces paramétres ne dépassent, pas certaines limites). SAT 
Rs Al sera commode pour suivre la démonstration de se no nr 
| AIRE à double entrée : De ve | | 


PILE Soit une forme ne du. module hg atone nt les is 

rd | es ~ puissances croissantes de mous premier terme Xi G x est de degré Me 

Poko el Ag eb de degré gen Xe xX, Wes i Cg SO ya ae 

Rca ei *Naus Tee G dans la case correspondant à à ta Las à et à i 
colonne gs Les: forares: d'une même ligne constituent'un module 

= = OT variables X,, 7: se Celles de la première ligne en ee 

se constituent un: maodiile - qui joint à coutes les formes contenant X, en 
facteur reproduit le module à » variables (Us, X; de et qui par suite dr. 
= même fonction caractéristique a Jui. 

Are Considérons le module y à n — 1 variables 7 rappelons. d° hor & 

que si le produit d’ une forme ® d’ ordre genX,…. X, par une même puis- 

sance: de chacune des variables Ray 42 »X, su partie ue ce module (° > 


D aoe 
aS oe 38 na = RAT ue 


TE AUS Las lous les Sabre gout Gales le édite rt se “réduit a un enor que > 
es 2, ‘hous désignons par 1%; lorsque tous les paramélres h sont nuls sauf hay fe module ese 


FEES aa; _ réduit a’ un module que nous ‘désignons par pay. |: 

REA Gia Soit Po l'ordre maximum des formes’: ‘définissant le hauls co: rsd (M); ces 

A AS Le - formes étant supposées constituer un système canonique « complétement intégrable» - 
se ne déjà cité du Journal de Mathématiques, 1920, p. £10 et 117). Supposons que ® 


ss soit d'ordre 12 supérieur ou “égal i Po et soit. telle aus son. produit par: une. pres 


. A 
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la forme © fait elle-mème partie de ce module dès que, du moins, on 


“suppose g2 Jos Jv dépendant du module considéré (v). Considérons 


une forme quelconque G du module x, telle que le coefficient de la 


plus basse puissance de X, qui y entre soit d'ordre g2 qo (go relatil — 


au module ») 3 | 
| CENTS NAS RER ALES 


où G,, H,,-.. sont des formes en X,,...,X, d'ordre g,g —1. ...… 
Soit # l’un quelconque des nombres 2, 3; ..., n. La forme 
(Xp+ hy X%)*Gg+ (Xi+ hie Xn )ye Hae: ES 
faisant partie du module w,, son terme indépendant de X,. 
| We (SEG y + NE Ho ee) 
fait partie du module (y, X,); il en est done de même de son quo- 


tient par A} | RÉRENTE 
X GX A Eee 


Mais alors X} G, fait partie du module Es KA done du module (v), 


il en est donc de même de G, puisque # peut prendre toutes les valeurs 
2x Spee RCE QUE Ags. = : ts 
Nous affectons les formes précédentes G, de l'indice supérieur A; 
toute forme G est aussi (!) une forme G?*". Cette remarque rapprochée ~ 
de la précédente montre que le système G! est indépendant de A. 
2° Considérons les formes du module x, telles que le coefficient  - 


convenable de chacune des, variables (:7) fasse-parlie du module. Si æ ne faisait pas 
partie du module, on pourrait en déduire une forme %, ayant les mêmes propriétés mais 
ne contenant que les monomes‘paramétriques d'ordre P; portons notre attention sur 


celui de ces monomes IG qui est postérieur à tous lès autres; soit xx l'une do ses 


variables mulliplicatrices (tout monome paramétrique d'ordre P2py-a au moins une — 
variable multiplicatrice, puisqu'il est obtenu lui-même comme le produit, par une de ses - 
«variables multiplicatrices » d'un des'monomes complémentaires des « monomes M 
premiers membres » du système considéré), le produit de 9G par une puissance quel- 
conque de #, serait paramétrique; d'autre part, si Pi x} faisait partie du module (M), le 
dernier monome de a} serait principal; or, ce dernier monome est Drécisénient Es 
JG gh. ily a done contrsdiclion. 1 as 
(") Car si G =X} GO) + Xi +1, 4 4. fait partie de py, son produit par X; en fait 
aussi partie., a PR TU op 


= 
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I 


gnons pa grand desk i 
ER PA DE lamers ry ET 
- À — 1, considérons mainle- 
SRE DS NAN PES DIRE DUREE Aou + Re a ase 
, le rang des formes F, 
tote aoe ry pce ary ath : 


s systèmes 


be “déduit. en feet 
Ottis bean ue Fe IS NON 

: Ox ee Oxy... 0x SRE à 

sions s obtenues : aux monomes ( 


ae dérivée 5 


> der, 3, % ste ,n 


A 3 Ho Voir r Mémoire gh oi (Jour 


HN os Ô Aa 
ATOM 264 ee . : 4; ak 


ù ns (22 XL LES MODULES DE FORMES ALGEBRIQUES. ETES 
ue iy aucun M se compose : 1 d'un certain nombre (fini) de monomes 


. d'ordre inférieur à p; 2° de monomes d'ordre 2p qui se répartissent en 
| un nombre fini de classes sans éléments communs, chaque classe étant 
| A . constituée par les produits d'un monome (N,) par tous les monomes 

- formés - avee certaines - Ce déterminées (variables multiplica- 

ES trices de Np): Soient Zi, Los ex Bus les nombres de monomes.N, qui 
FES “OM ES 8,050.45 72 I variables multiplicatrices ; le nombre des condi- 


LR _ tions pour qe une forme a’ ques Pop fasse partie du module est 
NA RE Rp, 3, (P =p+ ye Braye 
oe ae rite ie FA Se ane ? £ 
Rs ne aa eras Om teen pie ean eer: 
Sh Reh LE Teen RER EE ne 
“ ES free es CES ee eae . 
- Ce polynome esl égal, tee que soit BoP: au polynome 
br 
“sg LSS, Recep aoe re eae eens pas Hi P — n— 2 
= x are a ra a: ak ; < £ Fe ae "on: 2 : -p bs va pe : ay: 
12 RC ery: 
Mas me n Vest possible que si ar Beate re a | 
NÉE RME ha ae ge Stan a: ei vee i= Cie, = Me eee Gi. 
+ yr 2 oy + SEAT é : : ‘. a 
LR on les pamnbies >. Da ae oe indiquent précisementles bras de 
Ke cs fonctions” arbitraires de I, 2,:-.,/2— 21 variables qui permettent de 
Res : déterminer une. solution de la forme (b) quand. on s-astreint à se donner 


me ‘comme fonctions arbitraires les valeurs de certaines pee d ordre Pp 

(des dérivées d’ ordre inférieur à p n'intervenant qu'à A titre de cons- © 

FL tante arbitraires). Cette: convention a Pavantage d’ introduire des 

on 5 & nombres de fonctions arbitraires. bien és Nous venons de 

- voir, de plus, que les nombres qu'elle introduit sont nou les 
nombres invarvants qui: avaient été définis précédemment 


48. par ce qui précède, il ol à qu au pa ihe de vue où nous nous” 
oc actuellement, le degré de généralité de la solution du système 
bee ea dérivées partielles correspondant: à un module de formes donné est 
0 caractérisé: (outre: un certain nombre de constantes arbitraires) par 
a les nombres sv Lec NON Gus “correspondant à à un oe connu p pour 
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lequel les formes du module constituent un système en involution. Les 
nombres (5) correspondant aux ordres plus élevés p + 1, Pp + 2,.+. 
pourront jouer-un role analogue. Mais on peut aller plus loin et dire. 
dans un sens analogue que, même si:les formes en involution d'ordre p 
ne peuvent pas être considérées comme les formes de cet ordre d’un 
module défini par des formes en involution d'ordre p— r, le degré de 
généralité est caractérisé par les nombres ek stay 


17-953 T2 — D3, NS | Gn-2— Tnt Tn—13° 


c'est ce qui résulte des remarques faites au n° 10. "ces remarques 
montrent en effet que la solution générale est entièrementcaractérisée 
par la donnée de constantes arbitraires et de 


Ty Dos Te— Fxy +5 On-2— On-1s Fn—1 


fonctions arbitraires de 1, 2,...,n — 2, n — 1 variables (ces nombres 
ayant encore une signification « invariante »). : 

Donnons pour terminer un exemple tres simple auquel on pourra 
appliquer ce résultat ainsi que ceux des numéros précédents. - 

Soient (") deux formes du deuxième degré à 4 variables dont les 
coefficients ne soient pas proportionnels; excluons le cas où elles” 
seraient constituées toutes deux par le produit de la méme forme 
linéaire par deux formes linéaires (distinctes) et seraient par suite en 
involution; on peut alors par changement de variables et combinaison 
linéaire en déduire deux formes A,B 


A= wc} +axi+.: | no 

B=riz;+ 623+... | | 

les termes non écrits contenant l’une au moins ‘des lettres æ,, æ,. Le 
- système des deux formes n'est pas en involution; celui des formes du 
troisième ordre que l’on en déduit en multipliant chacune d’elles par 
chacune des lettres æ est en involution; on peut s’en rendre compte. 
rapidement de la manière suivante. Formons l'expression. 


B) 


C= TA + (bx,—2x,)B=(a a ot te, tees 
+ * ; * « 


(1). CEC. R. Acad, Se, t. 174, 1929, p. ggt. 


en ad ; 
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les t termes non n écrits contenant au moins l’une des- lettres Hy, D 3 et 
_considérons le” système des équations obtenues en égalant à zéro 
A, B, Crésolues respectivement par rapport : da, 0, £5; 0,. Ge système: 
. de monomes est complet ('); si d’ailleurs on adopte pour le classement 
des monomes d’un ordre déterminé celui qui a été indiqué au n° 7, on 
constate aisément que le système d'équations aux dérivées partielles 
- correspondant i à celui dont nous venons de parler est sous forme cano- 
niqueet complètement intégrable ; ce point étant admis, onapercoit oo 
_diatement les valeurs des nombres(c) relatifs à l’ordre 2 et à l’ordre 

en considérant les deux systèmes.de monomes « premiet aera » 


MS (ah, Pis}, ol MG DLs, DEA a, Rei 472 T (Dyk, RTL: tateta): à 


Le tableau M, Ha 


Le 7 = 
ees Sait gi 3A et ly 


FOR 
“La somme o® +2 a Bias? est 13, nombre supérieur au nombre 
des monomes d’ onde 3 qui ne figurent pas dans le pabieau M | 


; Le tableau M, donne : eRe AK een, AOE SSSR Oe 


ne 8, : oP ah, : ee 
La somme ates 2a + 3 est 16, nombre égal au nombre. des . 


_monomes d'ordre 4 qui ne sont multiples d'aucun M,. 
Si l’on s’en tient aux nombres Si» os G4 Correspondant à la ae ae 


en inyolution d’ordre le moins élevé dont est susceptible le module, — 


on pourra dire que le degré de généralité de la solution du système 
aux gerivoes partielles popwdere est caractérisé par les nombres FO 
8, st 0. Ste y va 


~ 


f La remarque hue plus haut précise comment on peut de dans un 
sens analogue, Ape iy seer’ de ee est caractérisé. par les 
nombres rage 

SRE | Ba: ne a es ‘à {ordre 2). PE 


(1) Voir Le a ioe D: 77: 
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| ÉQUATIONS FONCTIONNELIES a DEUX VARIABLES 


Par M. P. FATOU. 


PREMIÈRE PARTIE. 
L'ITÉRATION AU VOISINAGE D'UN POINT DOUBLE ORDINAIRE OU SINGULIER. 


L'itération au voisinage d'un point double attractif fo <}s \s ete] x ns 


_ — L'étude de litération des substitutions analytiques au voisinage 
d’un point double et des équations fonctionnelles correspondantes 
_ dans le cas de deux ou d’un plus grand nombre de variables a fait 


objet de travaux de plusieurs géomètres et non des moindres ; je 


_citerai les noms de Poincaré, Picard, Leau, Levi-Civita, Hadamard et 


Lattés. Pour aborder les problèmes dont il s’agit plusieurs méthodes 


sont été: -proposées; celle qui repose sur l’emploi des séries entières 


et des majorantes ; la méthode des approximations. successives de 
M. Picard qui apporte.des simplifications à la précédente sans cepen- 


dant éviter I’ emploi de ces séries; enfin une méthode que j’appellerai 


directe et qui, la première en date, me semble aussi la plus féconde. 
Elle consiste à former des expressions dépendant d'une manière simple 


des fonctions itérées et dont les limites fournissent les solutions des 
équations que l’ôn a en vue. Dans le-choix de ces expressions on pourra 
être guidé par des méthodes. heuristiques sur lesquelles j je reviendrai 


quelque jour; l'une d’elles consiste à chercher l'expression asympto- 


_ tique des fonctions itérées, en regardant ces dernières comme des 
solutions d'équations aux différences finies par rapport à l’entier 7, et 


Gi We eu Tee ie à FATOU. ee ere 


LS 


; que Pon intégrera Pune manjére approchée | en fois sabstituent bee Lo 
| | équations différentielles obtenues en remplaçant les différences finies 
ptet ee ‘par leurs développements en séries de Taylor limités à deux. ou trois 
| termes. Si l’on a poussé l’approximation assez loin on pourra obtenir 
une fonction de l’entier » et des fonctions itérées de rang. on qui tende 
- vers une limite finie et différente de zéro ou d’une constante. Cette a 
ieee . | te sera alors une fonction des variables données qui, d'après son — 
node de formation, vérifiera uneéquation fonctionnelle facile à mettre : 
7 en évidence; la solution étant obtenue par ce moyen heuristique il sera _ 
‘ ps généralement facile de démontrer qu’elle existe effectivement. Penta 
LT .. Quoiqu'ilensoitde ces moyens de découverte qu’un géomètre habile 
“TRE ce SAUTA toujours imaginer, c’est la méthode directe qu’a “employée 
M.Kœnigs pour résoudre l’ équation de Schrôder dans le cas d’une seule i ! 
variable. et d’un point double ordinaire. Lattès ry montré qu ‘on pouvait — : a. 
eG ‘appliquer aussi dans le cas de deux variables, quand les see CRE. 
teurs n’ont pas de valeurs singulières. Mais elle continue à s ‘appliquer — RE 

_ dans le cas où, les multiplicateurs prenant ces valeurs singulières, les | 

_ fonctions à obtenir ont nécessairement au point double un point sin- < 

SL -gulier essentiel, où un. point critique transcendant . et ne sont pas a 
susceptibles d'un mode de représentation. connu d’avance et aisé à 
manier.,Ce : ‘sont ces cas dont nous nous occuperons principalement : au | 

_. cours de cette étude ; nous aurons - toutefois à ajouter -quelques & DR 
| 15 Ak remarques ou compléments aux théorèmes a’ existence concernant les oe mage 
points doubles ordinaires, en renvoyant pour une > étude. d'ensemble SES 
aux mémoires des auteurs. déjà cités. nat i, DS as ach ie eee 
re ies = Me bornant aux cas de deux variables comme je le tia en general 
dans ce mémoire, je suppose que par l'emploi d’une substitution linéaire — 


~ 


Sa ta ‘ auxiliaire, la substitution donnée ait été ramenée ea lavforme Ser 
; vy ri 4 & ; À , M eh .: ‘. = . : ax 2 - ii it ‘ 3 : à x Be: ye a | 4 = Sg Scie : 2 é 
ee 3 (1) Sa at NS > : | Bate + oar É PT sac Pes LEE de Sr 
t BY rig. F » "ae IMs. ty | nes THU, #4 L + > à 3 we oe 4 ES = 
UN » | Le É dé beast Foie =p . Fic ‘ Shea 5 
| les feat: o et d régulières à l'origine TA nulles en ce point ainsi ee 
que leurs dérivées premières; ceci est possible si les racines s et x ee 5 ae 
oat wth ‘équation déterminante sont distinctes. Je suppose en outre que Re 
; RE i kote : .- rs 4 4 + é ‘ 
a. : A > 3 ie st rash (Eee s 
i aN ore 7 o<ls ste PT a # 
CRC i , ; ne K 
+ . . cr a] . RE ‘ A À à 
¢ NE 7 a wae = Sts 
AN ag ; : 4 3 ten $e 
PRE - … Fa 4 QT = x 
4 2: , ‘ Py 2 
| F a ae LR Gobet 
rd > $ de Ç ih - Les Si ga | 


Dans ces conditions, on démontre facilement, et c’est ce qu'a fait 

_ Lattès dans une note parue au Bulletin de la Societé mathématique ED 

que la méthode de M. Keenigs permet encore de résoudre l'équation 

- fonctionnelle de Schréder relative au multiplicateur s, cette solution 
_, étant la limite pour z infini de l'expression 

= | i can 

LE | NN 

en désignant par (Xn Yn) le n°" conséquent du point analytique 

(x, y); cette fonction u (a, y) qui pores à l’origine un développe- 


_ment de la forme j 


Ex 5 ty ula, y= me. 
7 vérifie Pequation eh ree 
mee eee AT — (yy Yr HS Ul, y). AR 


a retrouvera aisément la démonstration en faisantvoir d’abord que 


si æety restent dans un domaine défini par de Force 


no PU le lEp SAT 


\ 


it en sera ade méme des points conséquents, et qu ‘on aura dans ces 


i conditions : 
lal A, Ji <a", 


"9 étant 1 un nb positif, supérieur d'aussi peu qu on le veut à je Let 
Le suite <oR. On déduira de la la convergence de la série | 


VAE D. nu). 


meee Onanra de Ho 
ue so Mer Le seu yd =e yy 

{ 2 : : % 

mais seulement dans le cas où ER ER 
PS 

01 LG ) Sur. os Sime medalies des. transformations BRIS à dant le domaine d'un Bees 
; double (CB S. M. Poste eons LUE 

RC RUE: 
LA 3 " R a & 
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+ 


: es 


l'égalité étant exclue. Tout ceci s’ 
quelconque de variables et permet 
solution de l’équation fonctionnelle de 
grand (en module) des multiplicateu 
compris entre o et : SRE 


ÉD AREAS 


= 
ba © 
+ “e L 


SP Gr yh IIS LEO OM à 
Revenant au cas d a 


à la précédente en tra ast rit a DS 
stitution birati nnelle auxiliaire 


beta eat + 


MU. 13e RE £ - > 


FEES ee SUSTITUTIONS avarvtiouks ET EQUATIONS FONCTIONNELLES. qa 


a premiers termes du développement de æ, ety, dont expression nous 
See xe sera souvent utile : 


a pom ta ast gy OD gy pg OE) 

Se RCE (aus In a 0 

da = . cs LEE as | <" ms 3 
ee lG) oles, 


| a pouf I, le coefficient de ae tend. vers I’ infin, ce qui | 


vexelut la possibilité de convergence uniforme. 
Il est intéressant, dans certaines applications, de considérer le 
er déterminant fonctionnel J des Jenctione uw ete. Dans le cas où wet 9 


7 he —2 ete Yn 2 > on a évidemment 


den Din gin Fg 


SS rea 


: tous ile cas. En ds si nous | 


yi 


done 
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É. D(u, +) ha PR Er : Divas Yn). 
2 D(É, y)" stele D(z, y) 


Si, en particulier, ms aune valeur constante, égale nécessairement 
? 


à ss’, on déduit de ce qui précède 
D(u, #) __ 
D(a, y) 
En restant dans le cas général on vérifie immédiatement que la fone- 
tion J (a, y) possède la propriété fonctionnelle exprimée par l'égalité 


(6) | I(x, v1) Tas May). 
Solution générale de Lara de Schrüder. — Proposons- nous 


maintenant de trouver toutes les fonctions holomorphes ou méro- 


-morphes.a l’origine qui sont multipliées par un facteur constant quand 


on effectue sur x ety la substitution donnée. Pour faire cette recherche 


on peut évidemment prendre pour variables les fonctions u et ¢ elles- : 


mêmes, car toute fonction régulière à l’origine én a et y devient une 


fonction régulière en u et ¢, et réciproquement; de méme pour les. 


fonctions méromorphes. Si F (u, “) est régulière, l'identité 


ARE  F(su, se) =KF(u, p) 


à ¢ ag ET: . a i . \ MT 4 7 P | 4 
se discute aisément par identification des coefficients, Dans tous les 
cas F (u, ¢) ne pant être qu'un polynome : 


; : DAuxps, 


K ayant pour valeur 6% 16 ce polynome se réduira à un monome s a 


n’existe entre s et s’ aucune relation de la forme 
(8) À sP= sid | 


(pet q entiers). Dans le cas eontrains: si pet g sont les deux plus 


petits entiers positifs qui donnent lieu à cette relation, on pourra 
associer au terme 
Ay u% Po, 


f. 


- 


L 
Ls 


Ra SUBSTITUTIONS ANALYTIQUES ET EQUATIONS FONCTIONNELLES. = 53 - 


“des termes tels que “Aut, en prenant 


+ oe ee ae eS a+ Ip | 
ae Seg? fea i By hg (wa 98 = const à 
| où 5 désigne un entier tel que x ef B soient positifs ou nuls. Si par. 
Ex exemple fs où peut prendre pour F(u, ¢) tous les polynomes. homo- 
nee Susi = seles, polynomes ea de degré pains sees 
un polynome contenant un terme en u* ¢” HE contenir aussi des 
termes en u° 9, u? 6% ef 611, | 
— Supposons maintenant que F(u, ¢) ait une discontinuité polaire i ae 
aT origine. Il yaura un nombre fini de lignes de discontinuité de cette. 
nor passant en O et. représentables par des équations de la forme 
_pæ=q(u), 9 ayantenO un point critique algébrique, si ce n’est-un point : 
ordinaire ( ). D'autre part I’ ‘équation fonctionnelle (7) montre que F, 
méromorphe | autour de l’origine, est uniforme et méromorphe en {out 


pes à distance finie; l'ensemble de ses lignes de pôles est invariant 


pa la substitution Hy = SU, Vis U; ces lignes passent à l'origine et 

ne sont autres que les courbes e = 9(u) considérées à l'instant. On. 

TR sait trouver toutes les courbes invariantes par une substitution dé la 
FA _ forme précédente [ voir Lartis, Sur les équations fonctionnelles qui. 
: + : … définissent une courbe ou une surface invariante par une transformation, 
_ Thèse Cheat Matematica, B08 P- 29)1- Leur Roue ee 
“a . est de la ne RER 


ns : À Le SJ ‘logs’ 


e— 


er Be NES Ce Re SR edie 0) ex. 


Fa 


HR wo ob une fonction périodique. arbitraire, de période 28: es SE 
$ logs’ 

| 6 a af el logs, 
“eee un point critique transcendant, en mettant à part ies deux lignes 
9 Ble at sont évidemment i invariantes et aus en O. Or, Be 


est incommensurable, une telle courbe ne peut avoir à I’ origine | 


nn 


“CES, ae par nl tins le Tome 2 du. Tr aité d’ Analyse ae M. Picard le Chapitre 
ela if 8 aux Ha cor NAT variables. EG 
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sets’ aucune relation de la forme (8). En A ipian F(a, e). par 


u* 98, « et B étant des entiers convenables, on obtient alors une fonc- 
tion entière qui vérilie une équation fonctionnelle de mème forme 


que (7), K étant remplacé par K 5“ 5‘, D'après le premier cas examine, — 


cette fonction se réduit à un monome en w et ¢; il en sera de même 
pour F (u, ¢) dont l’expression générale est alors A u” 9”, met nentiers 


positifs ou négatifs; le multiplicateur s”s’” sera toujours différent | 


det. 


a également des lignes invariantes ayant à l’origine un point eritique 
algébrique; toutes ces lignes ont des équations de la forme - 


p%—= Au (G=2)s 
ee HAS tg 


\ 


a et B entiers positifs. Donc en multipliant F(u, #) par un nombre 


fini de monomes de la forme Byt— Auf, on obtiendra une fonetion 
entière satisfaisant encore à une relation de la forme (7), c’est-à-dire un 
polynome d’ après ce qui précède. F (uw, ¢) est donc une fraction ration- 


Si au contraire il existe une relation telle que (8) entre s ets’, il 4, 


a 


nelle. Tl y en a Si eet pour lesquelles le multiplicateur K est 


égal A unité, par exemple — — 


Ainsi donc, st les deux fai: uel? existent — ce qui a toujours lieu | 


logs’ 


quand le rapport 7 Toast "esl pas un entier, — la condition nécessaire AE 


suffisante pour qu’il existe une fonction méromorphe dans le domaine. 


de Porigine et invariante par la Me ed ) est que ce rapport soil 
Ÿ A LR | 


4 


Cas où s = 5". — Nousiavons laissé de côté dans ce qui précède le eas 
où l'équation déterminante ayant ses racines égalés, la substitution 


donnée ne peut pas, par un changement linéaire de variables, être 


" 


ramenée a 4 forme (1);.on peut alors la ramener à ‘ia forme suivante : ie TS 


a=se+thy+ g(x, x), 


oa MST +(x, y), | OL ; | à 4 


A pouvant être rendu aussi petit que l'on veut. On peut supposer par 


[UTIONS ANALYTIQUES ET EQUATIONS FONCTIONNELLES. 
APRES OT NET ENT es are 


Dre a J 3 à 1 1 Fr 


Re yng 4 A Ko 


rajorées par l'expression A eta Ai ee 


= 
: MAD LE 5 


ire. supposé 


; > ve a Goes AN Rae 
), régulière à l’origine — 
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L’analogie est complète avec le cas vere puisque dans les deux 
cas, les deux-fonctions u et ¢, lorsqu’on effectue sur a et y la trans- 
formation donnée, subissent ‘la méme transformation réduite a ses 


: ; : u 
termes du premier degré. Remarquons que la fonction =; méro- 
morphe à l’origine, s’augmente d’une constante quand on effectue sur 
æ et y la substitution donnée : 


WLS Ya) eee) ses 
0 (24, 1) as (2, x) 


Il n’y a pas ici de fonction ‘invariante et uniforme sans singularités 
essentielles. 


Cas de s' = s?. — Ce cas a été étudié également par Lattés dans son 
article déjà cité du Bulletin de la Société mathématique, et d'une ma- 
nière entièrement correcte, -bien qu'il ait indiqué postérieurement 
des résultats inexacts à ce sujet ('). 

Nous allons retrouver son résultat en employant une méthode un 
peu différente, qui utilise une transformation auxiliaire, non biuni- 
forme, souvent utile dans ce eae: de questions [cf. P. Farou, Sur les _ 
équations fonctionnelles (B.S. M. F., 1919, 1*-mémoire, § 11){, 

Nous savons qu’il existe une solution de l'équation fonctionnelle 
Schréder relatives au plus grand multiplicateur s’ (s = s?). On sim- 
plifie un peu lexposition en prenant cette fonction comme variable 
destinée à remplacer «, et que nous continuons à appeler a pour ne 
pas avoir trop de notations. La substitution donnée est alors 


| z= sx 


(11) ls y + U(a, ») 


(SSP, p> 15 


Nous avons déjà vu que l’on peut, en transformant cette substitution 
par la substitution auxiliaire 


fe ee : à 


(1) C.R. Acad, Se, 1. 166, 1918, p. 151. Les deux fonctions vérifiant les équations (27) 
ci-après, cessent en général d'exister pour s’= s?, contrairement à l'affirmation _con- 
tenue dans cette Note. 


(15) te, 1 < Cl 


On aura alors 
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faire disparaitre dans 4 (a, o) tous les termes de degré  p, mais non 
pas le terme en x?. Nous supposerons que cela a été fait. 
En posant alors 


' ees XK 
12 a ? 
( ahaa Xi, 
on déduit de (11) : 
| XK SX; 


(13) 
=sy+aX+y(x, 7), 


a pouvant être remplacé par un nombre aussi petit que l’on veut grace 


à un changement de variable de la forme e - ). 
1 


Yi 


Nous supposerons done 
(14) Saletan fe 
ce qui est possible puisque le second membre est > 0, à cause de 
[s}<r. Quant à y (x, y), il ne renferme que des termes en x?*! au 
moins, pour y = 0. Comme w = x? ('),ona 


pt 1 


RE IL | Lyle: 


pour|X{et jy] <<. D’après (13) et (15) on'aura, en mettant y en fac- 
teur dans les termes qui le contiennent dans l’expression de y,, 
Igt<ly lls] +o] +1 Xi el+ a] 


où a fortiort | 
tn E< Tri +] XT + lel + a], 


n'étant aussi petit que l’on veut pour suffisamment o petit, Comme 


s}+lal x d'après (16), on peut done faire en sorte que 


g=|s'|+felÆini<n 


EVANS SNS SE AE 


(1) Nous désignons par A, B, C, .... des constantes positives qui n'ont: pas besoin d'être 
connues avec précision. La même lettre pourra désigner quelquefois deux constantes 
différentes. . ae 
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Démontrons maintenant que 


| Yn NA Ya Ra? 
(17) pes ig eye ae aa 


s «7 5 


/ 


tend vers une fonction régulière en O, c’est-à-dire d’après l'identité 


« ; 
n+ = Yn = s'2+1 XL yn) 
que la série 
sm il 
2 Dale Pi 


converge uniformément. Or, d’après (15), le terme général de eette 
série est inférieur à 
C $ p+1 |. 
aa Xn| ? + Neral Le gt 
En tenant compte de (45) et de la valeurs” X de X,, on voit que 
cette expression est inférieure à la somme des termes de trois. pro- 
gressions géométriques ayant pour raison respectivement 
Ul Foe 


1 L 
A q\s'|® -@ts 


et 


# 


Le premier nombre est < 1, le second le sera si l’on suppose 


4 pot 


| q<lsir, 


’ 


ce a est possible bli Cr 4) en prenant n, done p assez petit. Le 


*, négalité vérifiée d’ elle-même si la 
dents l est puisque p22: — : 

Dans ces conditions l’expression (17) tend vers w(a, y)holomorphe 
non point en X, y [cary (a, y) renferme en général des termes en 2 
_ dont l’exposant n’est pas multiple de pj, mais en x, y. L'analyse que 
nous venons de faire est très voisine de la précédente concernant le cas- 
de s — s’, avec une complication résultant de cette remarque que X, et 
y ne sont pas holomorphes en X et y. - 

La fonction (æ, y), comme on le vérifie aisément en partant de sa 
définition, vérifie Eeaantien fonctionnelle 


‘wlan 71) —s'wila, y) = aan. ; 


ac 


wig SO OR RE R CPE 4 Le se ee x Seg 6, SRE à 


: 


> ie ‘ F5 Pri 
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- Reyenons aux variables initiales, nous obtenons. en définitive, dans Je 


reas des = ST (p > 2), deux fonctions régulières qui, la substitution 


. donnée étant de la forme (1 1), ont pour expressions : 


a 


res Me = x + Ya COR 
FR DT Et ess VX ar 


et vérifient le système d'équations fonctionnelles : 


/ 


0) a PE Sah te Vien Ys 


ee te x (a, x 1) = 50 A yy) Palate» ‘yy Ce EUR 


1 


- bilinéaire c comme dans le cas général. SF pp WA 
On peut démontrer Sane toute solution de F équation FE 


3 i ; Cs i 553 Fe KG r= FM. +: ra no 


< : ‘ 


où K désigne un une constante, se confond avec uw (a, x). ou une de ses 4 
_ puissances, si on la. suppose “holomorphe ou méromorphe : à l'origine. 
- En prenant w et ¢ comme variables indépendantes on est conduit à. 


«chercher les solutions méromorphes de r équation NS PSE 


G9) as ae Fou, $P 9 eau) = KP Ge, OPEN ET 
i dey 1 RAA ss 


4 f 


Crest la une > discussion tout à fait analogue à à “calle que. nous avons. 


faite pour traiter. le méme problème dans le. cas de- s’ Æ sr. Com- 
‘mencons Las étudier r iteration de la substitution | 


La \ is REX 
cae ee es he ei = = su, = oa 


Boe CS f * #7”, 


4 


“Ont trouve eparr récurrence les formules Ee a Mat ab a TE 


A Et 5 Teed Gao 
we t 
Wik x 


Up sy, ee, ae HUE DR ee bie Wea ENS 
RSA CT On eh 4 nastehirur. Ng AT 


te Re TA 4 : fi ‘Ne 


iam. 15 = 1, un et. Pa tendent nauent vers. zéro dans tous 


| domaine borné des trs ¢. On a inversement, pour définir les antécédents 
Le 


e 4 ; Ve i ah à 


Le Sstème as s fonctions | u et # one be effectue sur æ ety la substitu- ie 
tion donnée subit une transformation birationnelle el entière, mais non ~ 
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d'un point les formules 

IL BES 

PL, ps 2P— nas VirUP YP, ; 

2 x = ° 4 L 
En écrivant la seconde ainsi 

P_n—=Ss""?(0 — nas P en | SE 
il est visible que ¢_, tend vers linfini avec 2 sauf si ¢ “et uw sont nuls à 
la fois; de même u.., tend vers l'infini sauf pour w= 0. Er particulier 


les antécédents d’un petit domaine entourant l’origine et défini par. 


exemple par 
[w|+Jelep 


‘sont, comme nous le savons, des domaines emboités les uns dans les 
autres, et qui finissent par comprendre un port analytique (u, v) quel- 
conque à distance finie. On déduit de Ja qu'une fonetion holomorphe 
(ou méromorphe) 3 à l'origine et vérifiant l’équation (19) conserve le 
même caractère en tout point à pane finie. Remarquons enfin que 


+ to 2g 
ta À 
Km = Line ie + nasi" UP-nuP1—=0, 


n=+e Un n=+ © 
sauf pour u = 0. Toutes les courbes invariantes, sauf l’axe des +, sont 
done tangentes à l'axe des u, si elles ontune tangente. Siv=f(w) est 
à CHAN d une. de ces courbes, on a | | 


(21) : ee fs, u) -—s? f(u) = aur, 


\ 
équation fonctionnelle qui n’a pas de solution régulière pour u — 0. 
On trouvera aisément la solution générale de cette équation en déri- 
vant p fois. Mais il est inutile de nous y attarder. Il nous suffit de 
remarquer qu'elle n’a pas non plus de solution algébroide à l'origine, 
- comme on le voit en remplaçant f(u) par un développement de la 


forme 
hu + kub+.. 


où «, B,... sont des nombres réels positifs. Ils -ensuitg ue les lignes de 
discontinuité polaire que peut avoir la fonction F (uw, 6) coincident 


nécessairement avec la droite u = 0. Par suite, en multipliant F par 


- ae 


=f 
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une puissance entière de wu, on. est ramené à une fonction holomorphe 


vérifiant une équation de même forme. Il ne doit pas être difficile de 


trouver par identification toutes les solutions holomorphes de l’équa- 


tion (19). C'est même probablement le moyen le plus simple d'y 


: parvenir, mais cela n’a aucun intérêt. La méthode suivante a l’avan- 
tage de s'appliquer, mutazis mutandis, a Det d’autres équations 
fonctionnelles. PA D a : 


Remarquons ¢ d’abord que I’ équation (19) pique pour toute: solu- 


tion entière un mode de croissance qui est nécessairement célui d’un 
… polynome. On a en effet pour n entier, u, et », étant définis par les 
= formules (20), 


à" ro $6 e me FC y= ca it, tale > : ARTE # 


Donnons à-u une valeur Fe ï différente de zéro mais d’ailleurs quel- 
09 


con jue, uis faisons croître y indéfiniment suivant une loi quel- - 
P 


-_ conque, et à chaque valeur de ¢ faisons correspondre le plus petit — 
… entier» pour lequel u, et #, sont compris dans un domaine borné, fixé - 
une fois ar toutes. par esemple s celui a2) est neo par 


eal une 
fi Palette 


a première condition est Nérhée d'elle- même pour Fee La 
ue seconde implique que 7 croit indéfiniment a avec lof. 


Comme es uy) tend yers zéro avec D on aura, pour n très 


grand 
cispeiel = nciul<isi Bi e+ 


— 


= = L< étant très petit, d'où a Peers Ser ER 


pe on np 
Et sé end a ~ log). 


4 


ne. compris entre < 0 Be Ey par suite 


Le ae DÉS 3 É n<Mioglet. 


Sim est ® AO, maximum de F dans le domaine (Ds), on a 
Ann. Be. Worm., (3) XL Net EU ea Sk 


ie Le Yee 


hee ' — ne, #4 ra sh 2 RATS re 
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d'après (22) 2 

Alog| i [ioeiv| a 
(23) Ft 0) |< |< |M< Me : =M{e|" 


Il's’ensuit que F (uw, ¢) est un oe env; comme x, est arbitraire, 
le développement | 
F(u, 9) = fu) +e file) ++. 


à 


ne contient qu’un nombre limité de termes CT 

Donnons maintenant à ¢ une valeur fixe v, et raisonnons de lamême : 
manière en faisant croitre uw indéfiniment et faisant correspondre à 
(u, #,) le plus petit entier » pour lequel 


\ bun|<|¥ol, 


(D,) 
0 | Ph | a |. 


Comme on a 
~ | On = SP y+ bn(stu)? (v= = 5) 

et que 7 croit indéfiniment, nous aurons si || est compris entre |¢,| 
ete, ; 
| |=&+|o|(a+ G) | s [pr | x |P, 


Pete, ayant des significations analogues à celles de tout à l’heure. Sin 


{eel 


vérifie cette condition on voit que {s| "*? |u| est de l'ordre => donc 


| np 
infiniment petit; s"u = u, est donc infiniment petit et la relation 
u,| 9, est vérifiée. On aura pour cette valeur de zx 


gi 6] + log(h + 9) — p(n + 0108 ET + plog| w|=log|-r>|+ 2. 


Comme log (rs + 0) est négligeable he n, on aura 


n< Cloglu|, 


@) Car s'il existait une suite infinie de fonctions identiquement’ mUllse, 
Far fay (uy oe Pog CY Tos 


leurs zéros formeraient un ensemble dénombrable, et pour w étranger a cet ensemble la 
série en ¢ serait illimitée, 
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et comme plus Heat, en ap pelant M le maximum de |F] dans (D,), 


Gioe| À K Cone 


| F(a, n)1<M'e 


=M'| tb ee 


Done F (4, e)-est un polynome en uw. C’ est done un polynome en u ete. 
On est donc ramené à chercher les polynomes en wu et # qui vérifient. 
Jets équation (19). Ici encore nous emploierons un raisonnement général 
qui se rattache à la théorie des groupes. Le groupe discontinu des 
HORS (39) est contenu dans le groupe a denx paramètres : 


DIU, 


i= oP? NeTUr, 


an L'é équation (22) e exprime que Von a pour une infinite de valeurs o 
akg et 7 une relation 5 ie 6 : 


Seema Mee E(w’, Hf) =P (ou, ore + cul) = HF tu, 0), 


I 


Peter LE étant independant de wet de ¢. Exprimons done que F “ile cette 
RES relation, et 7 étant regardés comme des inconnues. On a pour détèr- 
miner ces quantités un certain nombre de relations algébriques qui 
par HAE sont nt compatibles, puisqu'elles ont lieu pour. | 


ha nee se bs gas", c= nbo?, 
Le DS _ quel que s soit Ventier n, ‘Ces relations eon | AS EE : 
“ES ey nee Ris, 2) = 0) on ARE Re 


À “ayant t une nude de solutions communes, il faut ou pieu qu'elles. se 
réduisent toutes à des identités, ou que leurs premiers membres Ne 
a admettent le phis grand commun diviseur à D DATE AT NT Met LT st 


“qui égal : à zéro 0 représente 1 une be algebrique, Ascomposable ou 


non, mais contenant tous les points (34). pe ee 
Cette derniére hypothèse est RE impossible, car en fai- 


sant tendre n vers I’ RAS et 7 tendent vers zéro Le > 0) et Ve on à 


Ne “ + + 


LE 


LL RNA ET Eau 


d 7 oo Kee © meh » LE ; A ? 
Fa [= > . J =" RB PS 2 E Than 1: : 43 ae Ù À 
ET PIE aro PTT AE lege VAR Asa % 

À # ; si / AU SE pe ri ; ere ae 


~ 
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Ces points ne peuvent done pas appartenir à un nombre fini de 
courbes algébriques, car =; serait alors de l’ordre of, fne pouvant 


recevoir qu’un nombre fini de valeurs, ce qui est incompatible avec 

l’équation précédente. " 5 3 
Il faut donc admettre ‘qu'on a identiquement, quels que soient 

5 et; Goa 

F(cu, s?v + tu?) = H(e, 7) E(u, +), 1 

H (5,.7) étant visiblement un polynome en c et 7. : 
Il en résulte bien facilement que F (u, ¢) ne peut contenir 9, car en 

faisant par exemple 5 = 1 on aurait — 


F(u, ¢ -+ tu?) = H(1, t) F(w,¢), 
os « ® ! Le 
d’où, par itération, 


Fu, ¢ + atu?) =[H(r,r)]"F(u, #). 
par suite | 
CHE, TH (20); 


pour tout entier n, ce qui n’est évidemment possible, H(1, 7) étant un 
polynome en 7, que si c'est une constante. Mais alors H(1, 7) étant 
une. constante absolue, F(u,»+7u?) ne dépend pas de ct, ce qui 
revient à dire que F (u, e) ne dépend pas de ». 

Or, les polynomes F(w) tels que l’on ait 


F(su)=F(u) x const. 


se réduisent évidemment à des monomes en u. 


Conclusion : toute solution de l'équation 
F(su, s?9 + auP)=KF(u, ¢), a: 


holomorphe ou méromorphe au point (o, 0), est de la forme Au*™. 
Nous savons done trouver toutes les solutions de l'équation 


UCM, Pi) = u(x, y)-X const., s 


qui à l'origine sont uniformes et sans point singulier essentiel. En 
particulier toutes celles pour lesquelles la constante est égale à s sont 
identiques à un facteur constant près à celle que nous avons cons- 


SUBSTITUTIONS ANALYTIQUES ET EQUATIONS FONCTIONNELLES. ; 85 


= ‘truite directement. La fonction u étant donnée, Ja solution la plus 
A générale de’ équation 4. . | 2 


(a, ys) = sw (a J)+aur(a, y) 


4 


un sera ‘ la forme ¢ (ay) + UP, ¢. étant la solution pansealiiry que nous. 
| ‘avons formée. | 
SE oder étant donnée une substitution uniforme et régulière. de 
deux variables complexes, ayant à l'origine. un point double pour 
Ê lequel les deux multiplicateurs sont compris en module entre o et 1, — 
ones. toujours possible de trouver deux fonctions w et ¢, régulières 
à l'origine et ayant en ce point un détérminant fonctionnel non nul, 
qui jouissent de la propriété suivante : : Lorsqu'on effectue sur x et y 
Ja substitution donnée, les fonctions w et e éprouvent une substitution : 
à -_ birationnelle X ayant cette propriété que les transformés de tout point 


Ur, e) à distance finie par les puissances entières et positives der 


_ tendent vers Zéro, uniformément dans tout domaine borné, ‘tandis que 
pe les: transformés de (u,¢) par les puissances entières négatives dex 
ES tendent vers (2,2) à moins que (u, e) ne coincide avec I’ “origine (0,0). 
So done une substitution pattes ainsi que ET, 1 mais n'est pas 
RER toujours bilinéaire. Fe 
_Telest le résultat fondamental qui découle des faits ne nous avons 
rappelés. et qui s'obtient, comme on l'a vu sans grande difficulté. Mais 
_ Ha difficulté augmente considérablement, quand on se place dans les 

+, cas limites où le module der un des multipHicateurs atteint les valeurs 3 
Soe extrêmes Arts à Ss ; 
Cos bh See 6. = = Supposons que |’ un des Hit plicstours Soit mul. il 
; ae | est clair quetes deux fonctions wet ene peuvent exister avec l'ensemble — 


aes 


sont alors, au voisinage de l'origine, des fonctions uniformes de u 
et de v. Si nous conservons à fa substitution les propriétés précé- 
i dentes, uety seront des fonctions uniformes et régulières de ud et 
9%, qui sont à leur tour des fonctions uniformes de æ, et y,; done 
“et y seront des fonctions. uniformes el réguliéres de x, et y,; Ont 
eae: en bs a une. racine: nulle, Les déterminant fonctionnel 


des: propriétés qu ‘elles possedent dans le cas de ss‘ 0. En effetæet y 
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bee étant nul pour z= y =0, les fonctions qui expriment (2, x) 
en fonction de (a, y,) ont nécessairement un point critique ou un point 
d’indétermination à l'origine. Si donc on conserve les hypothèses 
faites sur l'allure de et de ¢ à l’origine, Xne pourra conserver toutes 
ses propriétés. Sid est rationnelle, elle sera en général simplement 
rationnelle, les fonctions x(a, y,) et y(æx,, y) eo un point cri- 


tique; le : 
Dy Say", 


Ng eee es ee . ra 
<a Vari = sy; 
LE SSS 
25 
Aer 
EVE 


Ou bien, siz est birationnellé, £-' ne sera pas entière, ayant un point 
fondamental à l'origine, si les fonctions 2, (x, y) et y, (æ, y) sont 
indéterminées en ce point. 

Ces considérations suffisent à expliquer que le problème est extrè- 
mement complexe et demanderait une discussion assez minutieuse et 
des constructions analytiques moins simples que dans le cas général. 
On voit que si ce cas a toujours été laissé de côté, c’est qu'il est appa- 
remment assez difficile à traiter. Je me contenterai d'étudier un cas 
particulier. Supposons que la courbe invariante analytique u(æ,y)=0, 
qui correspond à la racine non nulle de l'équation s, et qui existe tou- 
jours comme nous l’avons vu, soit telle que les transformés de tous 

ses points coincident avec!’ Rene En Fou u(æ,y) comme variable 
à la place de æ on aura 


+ 
\ : 1" 


Sie See 


Pair I Rey (By) s 


Siipposofis maintenant qu’il y ait une deuxième courbe analytique 
invariante y = p(æ). En prenaut Y—%(x) comme AOC à la place | 
de 2 la transformation pourra s’écrire 


* 


res he 0 


ys ya + be + 07 + dat Se 


\ 
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On peut supposer a = 1 (en prenant ax comme variable a la. place 
2 ‘dew, On a donc : | ent 


IST. 


ER be ter +. de =ay Be y). 


En remarquant que XH, = s" x, On a par suite : 


+ 


Zs | ‘ Pt Pts Po 14 
| ; k n—1 
Le | 


Le predatt infini ean le terme général est F (x,, y,) est absolument 
et uniformément convergent puisque|x,| et|y,| décroissent comme les 
termes d’une progression géométrique convergente. Il epee donc’ - 


tr une fonction holomorphe et l’on a 


> Sh 


fia 


ae ru == + ( CRE 
s 2 en + £ : : 


. (en y) = 0m) 2) 


# 


Ca: a done i ici un système de deux (ichans holomorphes wet ¢ tel 


QUES. A, | 
Bee arava ee | | 
o(ær V1) =u(2, y) o(æ, 7} | 5 - | 


La transformation , : 


admet un point fondamental à l'origine, comme il fallait s’y attendre. 


. L'itération analytique. — Considérons maintenant le cas où les deux 
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multiplicateurs s et s’ sont supérieurs à ten module. Ce casse ramène , 

immédiatement, par inversion de la substitution donnée à celui où ~ 

l’on a 
ots er | 

ce qui permet de conclure à l’existence des fonctions u et ¢ vérifiant 

les équations APE 


(23) | u(æi, Yi) =S U(r, 273 


| (21, Ji) =S' 9 (2, y). 
Inversement a et y sont des fonctions régulières de w et dev : 


ef (Ph 


6 
Age) ¥ =e, 0?) 


vérifiant les équations fonctionnelles (') : 


( f(su, so) =RT/(u, v), g(u, e)], : | A 
| g(su, s'¢) = STf(&, e}), g(u,v)}, 


en rappelant R (x, y}, S (x, y) les seconds membres de (1). Remar-  « 
quons que si la substitution (1) n’a pas ses termes de premier degré 
réduits à la forme canonique, on aura encore des fonctions f et g véri- 
fiant les conditions précédentes, mais dans leur développement les 
termes du premier degré au lieu de se réduire à & et av seront de la 
forme au +86, yu +o, où a, 8, y, 2 sont quelconques. On le vérifie 
aisément en faisant sur x et y une substitution linéaire, de manière à 
ramener R et S à la forme qu'ils ont dans (1). | 
Dans le cas où s— #7, les équations (27) doivent être remplacées 
par 
(28) a \ f(su, se + au?) =RT f(u, »), g(u, e)], . 
| g(su, s'v + au?) = S[f(u5 ©), g(u, e)). 


(27) 


Les formules qui précèdent permettent de définir les puissances 
d'ordre non entier de la substitution donnée, c’est-à-dire derenfermer le 
- groupe discontinu formé par les puissances entières de la substitution 
donnée dans un groupe continu à un paramètre. Mais ici, comme dans — 


a a a Sr eer eras ny ne ee 


(1) Cf. E. Picarp et G. Simanb, Théorie des fonctions algébriques de deux variables 
(t. II, note 1). 


in ee. ae Ji TL Sex: 


~ 


iret tons n “étant définies € en n général, même tue n Be es 
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5 


et nous ferons voir qu'en général il existe une solution de l’équation. 
fonctionnelle -d’Abel, ie dans un domaine dont les consé- 
quents admettent l’origine pour point limite. 

Remarquons d’abord que lés formules (4) deviennent 


Hany ts 


FA D'FSs 


Lyne + RAT 24 D + ay Fe 


gl 


t gin 
persed er a 


yA ih In = at Abi sin Seay + cl sih- 
— J r ; : 


RP pe 


Si l’on suppose a #0 on voit que le coefficient na de a tend vers 
l'©; ce qui prouve que +,, quel que soit y, ne reste pas borné dans un 


cercle de rayon arbitrairement petit du plan des x ayant son centre 
en O\ en admettant que les rayons de convergence de la première série 
ne tendent pas vers zero; si, par exemple, a, et y, sont-des fonctions . 
rationnelles de x et de y, il faut nécessairement que zx ne soit pas 


borné dans un domaine tel que 
|a|Se, - yee, 


puisque les seules singularités des x, et y, sont des pôles. Si æ, et y, 
sont des polynomes en x et y, les séries étant alors toujours limitées, 
il faut que a» prenne des valeursinfiniment grandes dans tout domaine 
tel que. ARMES 

lesen rs 


quel que soit y,. On voit donc bien qu’en général le point (2 = 0, 
y = 0) et même la ligne (x =o) ne peuvent pas être intérieurs à un 
domaine de convergence uniforme des (a, 2) vers (0,0). Il n’y a 
donc lieu de chercher que des domaines ayant l’origine pour point 
frontière. | 

Je vais maintenant simplifier les équations - ~ | 


Tr +op(x, ys 


Cu) AN AE CE 


en ‘utilisant un théorème ds Poincaré, démontré au début den son 
mémoire (J. M., Sur une classe nouvelle de transcendantes uniformes 
4° série, 1890), et d’après lequel une transformation ponctuelle admet 


en général une ligne analytique inyariante passant par un point double, : 


~ 


sh 


» 
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si Y un au moins des multiplicateurs en ce point a un module différent 
de l'unité. Je vais indiquer succinctement, pour le cas particulier dont 
j'ai besoin maintenant, la démonstration de ce théorème qui est alors 
assez simple. Je vais considérer la transformation inverse de celle que 
iB viens d’écrire, vain d avoir un multiplicateur >1, en module, et 


J “écrirai 
Ries SR Ba OR M(x, 7), 
f © ya=Sly+N(a,y), : 
avec 2% | s 
ss eo] _ (dans le.cas actuel),  * 
. Sp IS 


2 7 6 as on ne x 


mais je peux cok S indéteretiué, Il faut montrer qu il existe des 


fonctions 6(w), A(u), régulières pour w =o, nulles en ce point qui 
vérifient les équations fonctionnelles 


’ 


6(S!u)=8 6(u) +MLO(u), A(u)], 
A(S'u)=S'A(u) + N[O(w), A(w)]. 


i suit Peis. ae : 
_ 6(u) — au + a,u>+..., 
Sac | set | i A(u)= bu + bout... 
ra eM (ay) SAgety hee 
. boas . LAC, Nes (i+ k22) 


y 


et d'identifier, ce qe donne en supposant | s—s! fe o et 5” — — 5 + 0 : 


A0; by arbitraire. 
Ra cde prends a, = =15] ‘al ensuite poe RARES 


© Gq (SS) = Das: dun bi: ban Ati By). 
4 à DOE EE Ss’ E LICE ele An 4 bi RCD bris A; B;;), hoa 


i» « 


i Neg. et y étant des polynomes a ee ee positifs. J'aurai de prache 


en proche Ay, ss mobs exprimés en fonction entière à coefficients 
positifs des quantités. suivantes : tr certains des LARGES A et B 


, De 
i) 
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des séries M et N; 2° les rapports 


I Da I x I I 


Donc les coefficients a, et b, seront augmentés en valeur absolue si 
d’une part on remplace les A et B par leurs valeurs absolues, ce qui 
conserve des rayons de convergence finis aux séries Met N; si d’autre 
part on remplace S et S’ par un nombre ¥ réel et >I, tel que 


€ Sah Se Sia S|, 
ESS | 


pour tout n22. Un tel nombre est facile à trouver. Prenons 


PL Orr 
2 va 


Ca 


Nous aurons pour tout 2 


Bez aes pe (ISLS!) ger (ISIS) gn tj lea 


La première condition est donc vérifiée ; la seconde le sera dès qu'on 


aura | 
| S/n | res | S'| 


2 <|S™1—|S8|>0, 


c’est-à-dire 
[SL IS|: 
[S| >2|S|—S, 


donc à partir d’une valeur n, den qui ne dépend que de |s| et|s"|. Pour 

n= n, les différences |s’” — s| supposées non nulles ont un minimum 

» > 0; on prendra® assez voisin de 1 pour que 

DT zi — ic, > 

ce qui est possible. Ê | 
Ceci fait, lès nouveaux coefficients obtenus à la place des an, b, 

sont ceux des séries entiéres résolvant des équations fonctionnelles 

de même forme que celles dont on est parti, s et s’ étant remplacés 

tous.deux parE, et nous sommes alors dans un cas où nous pouvons 

affirmer l’existence de ces solutions, les deux multiplicateurs étant 
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égaux et > 1; ce sont les fonctions 
J (9,9) et g(0, v) 


obtenues en annulant un des arguments dans les fonctions de deux 
variables qui vérifient les équations (27). Les séries qui les repré- 
sentent sont donc convergentes, il en est de même des séries§ (wu) | 
_etA(u). On a 

PDO) 23 at ate a 
J=u+ bau? + 


qui représente une courbe analytique invariante tangente à l’axe 
des y: 
v= a,y*+...= Py). 


Après cette digression sur les courbes invariantes de Poincaré, je - 
reviens aux équations (29) que je transforme de manière que la courbe 


invariante 
aa Pl 7) 


devienne æ = 0, c’est-à-dire que je prends « — P(y) comme variable à 
la place de a, a, — P(y,) devant remplacer x,.J’obtiens des équa- 
tions de même forme mais dans lesquelles æ, est identiquement nul 
pour æ — 0, 
a=a2l1+ F(a, y), 
LSS AVS); 


F commencant par des termes du Rens degré. 
x pose maintenant 


F 
miére des équations de transformation 


et puisque + est holomorphe pourx = y = 0, il vient pour la pre- 


Pots X=X at Xylo+..)+(y + dy +): 


la premiére parenthése ne contenant que des termes en y. 


. Pour br on inférieurs à p, les termes de la deuxième parenthèse 
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ont une somme inférieure en module à 
A( +[r|)<aap, 
|X| 


donc aussi petite que l’on veut pour o convenable. Je supposerai éssen- 
tiellement dans ce qui suit a #o et je peux rendre ce nombre réel 
cet positif par le changement de X en Xe”. J'observe que (30) peut 
être résolue en X, au moyen d’une série en y et X, de même forme que 
son second membre, avec X, au lieu de X, — a au lieu de a; cette 


série peut être supposée encore convergente pour |y| et | = <a 


Je vais maintenant restreindre davantage le domaine de (X, y) en. 
imitant le procédé employé dans la question analogue concernant les 
substitutions à une seule variable [Sur les équations foncuonnelles 
(Bull. de la Soc. math. de France, 1919, § 8-13, et 1920, § 72-73) ]. 

Je prends un point P sur la partie positive de l’axe réel et mène par 
ce point les deux demi-droites symétriques faisant avec cet axe les 
angles T-w et W-T, © compris entre o et t, mais arbitrairement petit. 
Ces deux demi-droites divisent le plan en deux régions, et je place X 
dans la région de droite qui comprend les points à l’infini sur l’axe 
réel positif; P est supposé assez éloigné pour que cette région soit 


ros I . 
extérieure au cercle |X| = à Pour que X, soit encore dans la même 


région il suffira que l’on ait 


. > 
asinw 
asin | ; 21 


[exy Ie TA 


7 module maximum de la deuxième série entre parenthèses dans (30) à 
et & celui de la première; ou si l’on veut 


p< a sinw, 


x asinw ) 
|Xy|< fe ; a 


en supposant 4 0. Dans ces conditions X, est non seulement dans la 


Cr 
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RTS bos eee ‘ i GALS e x : a 
region initiale, mais encore dans cette région déplacée de = vers la 


droite par translation parallèle à l'axe réel : tout cela résulte de consi- 
dérations géométriques extrêmement simples. On peut alors écrire 


* 


AE T 
Xy> p+ 5 sino, 


p étant la distance à l'origine des droites qui limitent la région consi- 
dérée. , | 
Nous devons rechercher maintenant si y, satisfait encore aux mêmes 
3 eonditions que y. Ona 
n=sy +(x, y) 
avec : 


Iv, I< Bllalely 1, 
d'où | | 
$ Weal y Hs +2 Bla | + Bly |] + Ble, 
me ly: I< els'| + 4B], ; 


on aura encore|y,| <p, ‘si’ 
ee i—|s’| > 


4B 


Bk Ser: Rest Or Se 


Mais si b 6, il faut encore que 


Do 
Or des inégalités 
KZ XIE a ee See 
By irl <te te 
on déduit De ES PA 4 ; 
BR) API I+ Bei Nyl + Alef 490+ 40). : 


Comme |s’| <r, il est clair que cette dernière expression sera infé- 
rieure à |X,y| poure assez petit. ee <3 
Dans ces conditions! les points X, aoe As eres restent dans. le 
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domaine initial et l’on a par récurrence 


(33) [Xn >p+—sinw, 
(34) |Xnyn| <A; 


I ; ; oe ae 
x, et y, tendent uniformément vers zéro comme — = au Moins. 

Si nous revenons à la variable æ, nous NT ce qui suit : tracons 
dans le plan de cette variable deux cercles non tangents passant par — 
l’origine et symétriques par rapport à l’axe réel, de rayons suffisam- 
ment petits; soit A le domaine des points intérieurs à l’un de ces deux. 
cercles; à tout point x de A, faisons correspondre € dans le plan de : 


variable y le cercle 
ly Sajal. 


L'ensemble des’ points (a, y) ainsi obtenus constitue un domaine 
connexe D dans lequel (x,, y,) tendent ARR rte com- 
prise) vers (0, 0) (‘). 

Précisons la loi de décroissance des (Las oe en procédant par — 
étapes. Montrons d’abord que oF 


Mn 
Ae, 


Rapes sca . 


tend uniformément vers zéro. D'après (32, (33) et (34) on obtient 


- 


: | ; C * 
) | Be ms D LOT RE ES 
Ne sf : =“ . 
ESR RS ES <]s' pe + = - : 
| NAS Pat ES 
: Pnoi<|s [bn + = 
d’où SR 
+ ner se oh Els! ast Ae gro oe 
Re | fF es Is] [i+ api fe ral om 
bi Q? Q” Fhe à 
pet AE ne V® Packie 
Pn+4 xe +o. (0+$% _ +e QT Be 


(1) Nous désignerons par D’ et A’ les domaines correspondant à D et A quand on : RE 


emploie la variable X au lieu de x. 
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Evaluons cette dernière somme 


2 n Na : 0" Q 
ea te fe ds=f'+f, 
0 LA 


en prenant Q'entre 1 et Q, soit = =a 


La premiére intégrale est plus petite que a 


Q'— 
- La seconde est inférieure (théorème de la ie à 

a | I ER 

| = OS ine 
On a donc E 
2 $ | M C ‘a n+1 I 

Peer Qt Qe [Qt | or 
On déduit de là, eri employant le symbole de M. Landau 
(35) | x rer À (=)» 


/ 


et la relation (30), en y remplaçant (X, y) par(Xas Yas donne ensuite 
Xn Xp a+ o(-), 


| : I 
Xx =X+na+0(1+ ie) =X 4 na + O(logn). 


7 


- On aura done sa 
TL) meee [Xn > na! 


- uniformément dans D’ et 
: | Xe bene tae 


dans une partie bornée de ce domaine, avec 


pase 
: na 
~ 


Schorchons maintenant la valeur asymplotique de Yn Explicitons 
PE peine de hrs 


| TE 0 yaa + Bayt yy. 
Ann. Ee. DE (3), ALE — AVRIL a: 2 : 13 és 
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Soit « 0. Comme 7? est de L'ordre de - = ou de æ,, nous sommes 


conduits à poser 
a= (l+ Un) Xi, 


J, constante que nous déterminerons ensuite. 
On a successivement 


Intr=S n+ ati + BOnynt+ Vit O((| enh |¥n|)*), 
puis, d’après (33) et (34), | 


J'n+1i = SY n+ az O(| Th ny 
ce qui s'écrit - 


(U + Unis) is = 5s'(U+ un) a+ axz2+ O(| 2, |), 


(+ tyes = SL tn) ( rans ae) + (28) Ole, D. 


Or, on a 


1 
= 1+ = Foye Se 


d’après (35) et 36), et ceci uniformément dans A’, frontière ROBE 
La relation entre u,,, et u, devient ainsi 


hy Pts eae an)[i+0(2)| +a[i+0(2)] +0(<). 


Posons 
l=s l+u, 
o 
x 1—5"? 


me f+0(s)]r0(s) 


Comme le produit 
nto) 


est à partir d’une certaine valeur de », inférieur à un nombre fixe plus 
petit que 1, on aura 


il vient 


lunlre +2 (r <1), 
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et le calcul fait plus haut pour les u,, donne encore 


ul, = O (= ” 
n 


rs af 2) y pe ne 
yas tai 0(2) Olen) stan +0( 5) 


donc 


Si l’on avait « = 0, on trouverait 
= tah +0(=) (en général), 


et ainsi de suite. 

Nous allons préciser de nouveau da valeur asymptotique de X, grace 
à celle de y, que nous venons d'obtenir. 

On obtient tout d’abord 


| + / I 
Kei = Ket at y + O( y) be OGratue ys 


Je pose | 


k 
X,= na + 7 108” +n. 


Je vais prouver que &, tend vers une fonction holomorphe dans 0’. La 
démonstration est la méme que dans le cas d’une seule variable. En 
remplaçant X, par l'expression précédente dans la relation de récur- 
rence écrite à l'instant, ona < 


| » = Fe | -K k L 
Es bu bg — goes 2) +0) 


\ 


due k k I 
ee a) 


Je dis que la série dont le terme général est Ca — =) converge uni- 
formément dans toute partie bornée de D’. 


Onaen effet 
eee ee on) 


=na+ O(logn), 


si |X| est borne. 
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Par suite 


RE QU = MX 20 (48); 


Xe na naX, nie : 
: log 1 log nr 
Pl = ")+0(5) =0( rR? ): 


a] logn Fais ee Batre é à bees = 
Comme ares est le terme général d’une série convergente, la série 


Ey + (Em by) sh Ga ba) ie 
converge uniformément et représente donc une fonction holomorphe 


dans D’; appelons-la U(X, y). On à 


U(X; 7) = him (Xn — na “logn); 


U(X, 71) = in (Xi na len) 


= im [Xe 0 na Éog( =]; 


n = © 


(em 7 À 


U(X) =U(X, yy) + a + lim “log 
mu J)+a. 


“Nous obtenons donc une solution, -holomorphe dans D, “à l'équation 
fonctionnelle d’Abel; nous allons maintenant rechercher comment se 
comporte cette fonction quand X s'éloigne à l'infini dans A’, y satisfai- 
sant toujours à la condition | 

[Xy|<A, 


7’ 


Pour cela il nous suffit de remarquer que U est la somme d'une 
série convergente dont chaque terme a été décomposé en plusieurs: 
autres ; les termes partiels qui forment une série uniformément con- 
vergente dans le domaine D’ tout entier donnent comme somme une 
fonction bornée et continue dans ce domaine y compris les points’à — 
l'infini et il n'y a pas lieu d’en tenir comple. U se comporte Hone: à - 


l'infini comme 
1 Fe 
tea) 


Le terme | 
&=X,—-a=X+0Xy+..; 
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= sé e comporte au | point (æ,0) comme une e fraction rationnelle, mais par | 
“suite des conditions imposées à X et y il se comporte dans D' comme 


le seul terme & Considérons maintenant le terme général de la série. 


ce ~ 
«po. 


BG a) 


7 


? 


2 4 ai remplacons- -y } x. par la valeur proches x wi na; la Hitheviuee des 


CE 
* 


deux expressions obtenues — représentera une fonction continue et 


; bornée : a | ‘infini dans D’. En effet, las serie i 


F(t = à à na) 


“converge uniformément dans D’ puisque. ie apres une relation. déjà 
D JenRe ona 


X+ra— X= O(logn): 


et que dante part, x restant dns l'angle A" défini lis te on a 
toujours, comme le montre une figure, $s | 


Ms na| > na". s 
On a donc, dans us TE 


22 2 a z é > 


Ces | ae XEno x, is /logn\ 
oe Xx, Ps ( nied 


le aime Dankral wv une série Sn toues et eme convergente 


dans le domaine total, de sorte que finalement U se PH ADANES à l'infini 


comme à nee NÉ 


“A a Carte es = ars re Ne 2e a 


À eee > iv 


Tec ton pass sur ze Pico idée de cette derniote série 
- qu’on trouvera dans mon mémoire déja cité du Journal de Mathéma- 
_liques, cet qui est d’ ailleurs connue, cette série représentant, à un 
~ changement insignifiant pres, la dérivée logarithmique de la fone- ’ 
tion. an trouve ainsi Base (Xs, dun dans le pur considéré, 
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ona 


RS à hens Be Sas: Re 
(37) U(X, y) =X — J logX + quantité bornée (‘) 


‘ ; = v à ; x à TES i 
Si nous posonst= X y = 3 et que nous donnions à ¢ une valeur fixe, 


plus petite en module que A, la fonction 
UG 7) U(X, x) 


devient ainsi une fonction de X qui, on le verra aisément, ne prend 
jamais deux fois la méme valeur dans A’, étant la limite uniformément 
atteinte de fonctions univalentes dans A’. Les valeurs de U d’après 
l’expression asymptotique (37) couvrent une région limitée par deux 
courbes s'éloignant à l’infini avec les mêmes directions asymptotiques 
que les deux droites limitant A’. Si l’on fait décrire à z le domaine 
«|S, l'ensemble des domaines correspondant aux diverses valeurs 
de ¢ ont en commun un domaine de même forme, puisque les termes 


complémentaires à ajouter à (X — À log X) pour obtenir l'expression 


de Usont uniformément bornés pour X situé dans A’ et [4 <2A. 

On voit que l’expression asymptotique de U est, dans ces condi- 
tions, indépendante de 4, si l’on néglige les quantités bornées. | 

Il y aurait lieu maintenant de rechercher des domaines de conver- : 
gence plus étendus, ce à quoi l’on parvient en construisant les domaines 
antécédents successifs de D. Il faudrait démontrer, en outre, que si les 
domaines conséquents d’un domaine élémentaire entourant le point 
analytique P tendent vers l’origine, ces domaines finissent par devenir 
intérieurs au domaine D que nous avons construit. Il serait intéres-_ 
sant notamment de reconnaitre si, restant dans un tel domaine, on peut 
faire tendrex vers zéro, y restant fixe, ou si au contraire une condition 
telle que |y|<A|a| est nécessairement remplie. Je laisserai sans 
‘réponse satisfaisante ces différentes questions, me contentant des 
considérations suivantes qui, développées, pourront permettre à 
quelqu'un de plus habile que moi d’y répondre plus complètement. 
SR RC RE ER MR OS SEs PP Re CRD he du 


(') Le terme complémentaire est même continu pour X infini dans A’. 
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4 


: Je suppose ane La Oy, tendent vers zéro, x, n'étant jamais nul, 
c'est-à-dire X, jamais infini. Comme on a 


>. PE Le 


X = CF, y) [| F(2, y)=—ax— by +.;.], 


il s’ensuit que le produit infini 


eo 


I 
Il LH EF (an, Yh) 
0 


est divergent. Par suite on ne peut pas avoir constamment 
[Tr P<Elÿ» | | 
sie est un nombre positif assez petit. Nous avons en elfet 
na Vn (Sin | ES | 


-m tendant vers zéro avec x, et y, et 1» étant une quantité bornée. Si 
l'inégalité précédente avait lieu, on en déduirait 
, nel < 1 yn {Ls} Fran 1 + el V5 |]. 


Par suite pourn > p 
[Ya | LT Yn) 


r étant compris entre | et 1, sie est assez petit. On en déduit 
| = 1 in| FE ice 
. [tn(<(CeAlylPr i? 
Le produit infini considéré serait donc convergent puisque 
Jee ee F (20; Yn) = 0() 28 [+ Ya) 
#3, On a Abie une infinité de fois 


es [yal < lanl 


ic Post -dire Xn de l'ordre se au dos Mais il faudrait prouver pour 


- pouvoir conclure ( que, pour cestvaleurs den, X, appartient bien aun 
- domaine tel que A’, que par acomplia sa partie réelle est positive et. 
- très pends Or; cela ne serait certain que si|X, y,| restait constam- - 
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ment inférieur à un nombre suffisamment petit, car on aurait alors; ey 


d’ ee Spree 


/ 
Xnyi = Xn a+ £n, ; 


| a ‘ . ae = 
e, restant par exemple < - en module, a partir de 2 = p, et alors | 


‘ 


Gi Noi) ROG Ea REA 


“ 2 na 
A(Xnvp) = A( Xn) FF ae 


ae 


et la partie réelle de Le augmentant indéfiniment par. valeurs posi- — 


tives, X, finirait par robe dans un domaine A’. Il y a done une 


Jacune à combler pour arriver au résultat probable que les seuls 


domaines de convergence (x = 0 Peoopie) sont ceux sous nous avons 
obtenus (!). | : 


+ Étude de quelques cas particuliers. — Dans le cas où re 0, on peut | 


remplacer la condition 
| Ry h<, 2 


par la condition moins restrictive | 


= KP Be SES 


- Cette dont sera encore remplie bout le point (x, Yi) “On peut : 


, écrire en Ru 


vine ee ol co ee 
pie pe Me ee ee 


Xiyj=Xy* [+ O(lel+ir) ¥ x +0(z >) ie 


: xX 
à 1 +e; on aura donc : , 


Or si æ et y sont très petits, = est très voisin de 1, et inférieur 


| Re A eu | 


“(ay Vans Lous les cas les courbes invariantes: autres que æ = 0 sont langentes à Ow si 


elles ont une Wig an car — oe ia zéro comme Fuite d'indétermination. 
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Toney Is 


< ret qu ‘on peut BEN iy ae TT a » On aura encore 


-bien 
ay <a, 


si |a| et |y|, donc sig sont convenablement choisis. Les conséquents de 
(X, y) restent dans le domaine initial, X, tend toujours vers l'infini 
comme 4 n, done vy tend aussi vers Zéro puisque 

| Xn 2 | RS À. 


Plus généralement s si le coefficient de X y dans (30) commence par un 
terme en de , On pourra assujettir y ? à la condition 


IXyr|<x 


Si en particulier ce coefficient, fonction ra est identiquement nul 
on pourra supprimer toute restriction relative à y, autre que 


ly lSps 
nous avons déjà vérifié en effet que si o est assez petit, on a encore 
RS et X, dans A’. 


Toutes les DURS dans ces différents cas, concernant les valeurs | 
os asymptotiques de X,,y, et la fonction d’Abel subsistent également, 
_mais nous devons modifier légèrement notre RUES parce que nous 
. n'avons plus le droit d'é écrire | 
al << En 


‘ 
L 


Mais yn n’en reste pas moins, ce qui est le fait essentiel, de l’ordre 
ALT —. : On a en effet d’ apres ¢ ce qui précède 
7 ini<aritse" (ls “l<g<o. 


Je dis que pour A convenablement choisi, on aura 


. 


2117 + Al val? 


(38) | | 
| Ceci a lieu pour n = 0: si c'est vrai pour» c’est vrai pour n + 1. Car 
| unl<glnte Bloat <g"|y|+Aglæu: tity EB aa. 


Ann. Ee. ere (3), XLI. — Avan 1924. 


et 
2 
_ 
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On aura bien 


| Yn+t | <q|Yn|+ Alan le 
Sl 


Aq| &a-1[? + Bl ap PP < Alf." | 


Or ee Xi 


Xn 


tend uniformément vers 1, dans ces différents cas, 
Aun=1 


puisqu'il est prouvé que X, tend uniformément vers zéro ainsi que 
Xn (x) et qu'on a 


iat 2 Chu à Re CG 
Xt Me 8(Yn HU 
Soit done 
| ep_1|<| ve | (1+ e). 
On veut avoir - 
A> — : 


1—q(1+6é) NS 
Comme on ag< 1, on peut supposer 


Avec ce choix de A, (38) a toujours lieu. On a donc également 


e | Lyn = 0 (Ga) 
Olen] + |yal)=O(2)s 
X,=X+na+ O(logn). 


Les expressions asymptotiques trouvées ensuite pour X, demeurent 


également, et l’on a encore dans le domaine étendu la fonction d’Abel 
et son expression asymptotique 


U(X, y)=X— Logx + O(X, y), 


{ 


continue et bornée pour X infini dans 4’. 


| pour obtenir ce résultat. On aura 


aye zal + Es YI= 
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Si l’on est dans le cas où la fonction appelée tout à I’ heures (7) est 
on Les autrement dit si Pon a 


1+æP(x, y) 


la fonction §(X, y) peut tendre vers une fonction de y qui ne soit pas 


‘une constante comme dans is cas général, quand X tend vers Vinfini; 


car on peut dans ces conditions laisser y en un point apisteonaie du 


- cercle IviSe, tandis qu’en général y tend vers zéro avec x dans D’, 


La droite x = 0, ou plus généralement la ligne invariante analytique de 
Poincaré est alors ligne frontière de notre domaine, ligne singulière 
en général essentielle de la fonction d’Abel. On est certain, en outre, 


qu ‘in ya pas d ‘autres domaines de convergence que les antécédents 


de D. 
On peut remarquer du reste que le cas où x, a la forme ne n'est 


pas ¢ aussi particulier qu'il semble d’ abord. Un artifice simple y ramène 
‘ele: cas general. Il qu de poser 


nan lan ! Oe” 


| { 
Jr By By lai : bots $ 


3 sat lata" 2 + la) + att Br(s 2x + la?) +..., 
a . iy ae 


ia + by +. rant blew lat}. 


Cu 


et après simplifications = 


goss tl(a+B)ar+. 
- HS RENE 


ay a bien la forme (39); ets Ba, Dy, tendent vers zéro pour 


2 8150 eee, 


seta tue en outre à l’intérieur du domaine À que nous connaissons. 
Le somaine omespandant. de l'espace (a, y) sera défini par les mémes 


—_ 
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conditions pour, et 
ly — le? |<pfæ|: 


La fonction d’Abel w (a, z) devient 
w(2, J alr ) = u(æ, J) <= u(æ, 1) a ees 
æ « 


que nous avons construite directement, mais nous voyons bien que 
æ = 0 n’est pas forcément une ligne singulière pour uw (x, y) puisque — 


la condition 
ly —lz|<p|x] 


ne permet de s'approcher que du seul point (0, 0) en restant dans le 
domaine considéré. | 

L’artifice que nous venons d'employer aurait permis d’abréger un 
peu ce qui précède, mais il y a un certain intérêt à traiter la question 
directement, car nous trouverons des cas analogues où l’on ne peut 
pas I’ np er. 


Il faudrait maintenant trouver une deuxième fonction ¢ (a, y) telle 
que le système des deux fonctions u et ¢ éprouve une substitution bili- 
“ néaire ou tout au moins birationnelle quand on effectue sur a et y la 
transformation donnée. Je n’ai pas réussi jusqu’à présent à former une 
pareille fonction dans le cas général. Je traiterai donc simplement un 
cas particulier, celui où il existe une deuxième courbe analytique 
invariante, nécessairement tangente à l'axe des æ, et qu’on peut par 
une transformation évidente supposer confondue avec : y =o. Les 
équations de la substitution donnée sont alors 


w= w(i—ax—by—...), 


h 
(40) Jiss'y(i— axr—By+...), 


Le point (x, y) restant dans le domaine D, on peut trouver un facteur 
de convergence 9 (7) tel que 


Yn 
s' O(n) 


tende vers une fonction limite holomorphe dans D, Il suffit pour cela 


cy ERIC ei 
HO) Fy oH) mk CURE) 


AU en posant 
+ 
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en négligeant encore des fonctions continues et bornées à l'infini, ou 


plus simplement à 
a 
— 7 18 X. 


Telle est donc l’expression asymptotique de la fonction 


log | Late), 


e (æ, y) étant représentée par le produit infini qui précède. On peut 
prendre (') 
p(o)=1, 


Z (1424242) 


pin) —=e4\ 4 a, 


et Pon voit qu’on peut écrire asymptotiquement pour & très petit 


a Ok 
(LS, X) = Cyx ou. cyuf, 


\e étant fini et différent de zéro. - 


La fonction »(a, y) vérifie évidemment l'équation fonctionnelle de 
Schréder ; \ 
En HS ea ph 


Elle est identiquement nulle pour y = o. De plus, dans le cas particu- 
lier où g(y) est nulle, on peut faire tendre x vers zéro, y restant arbi- : 


_% 

traire dans le cercle : |y| <p. La fonction æ “v(æ, y) tend alors vers 
une fonction limite, non nulle, de la variable y, holomorphe pour 
ly|<e, dont il est bien facile de trouver la signification. On a en effet 


‘ 


ase ; LA ke OT 
z “0( 215-91) = See, y)x (2) ; 
1 


(1) Le choix de ¢(n) comporte naturellement un certain “arbitraire: on pourrait. 
: a 
prendre, au lieu de l'expression obtenue, o(n) =n, v serait seulement multipliée par 
‘ un facteur constant. | 
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et comme — ~ tend vers 1, la fonction limite 7 (vy) vérifie Péquation de 
x 
Schrôder 
| 101) = 0) 


_ relative à la substitution, concernant la seule variable y, quis ‘aiitont 
en faisant & = o dans l’expression de y,. Si au contraire 8 (7) = 0,.0n 


doit faire tendre y vers zéro avec x, et I’ expression x oes y), con- 


_tenanty en facteur, tend naturellement vers zéro. Comme pourla fonc- 
tion u(æ, y) on peut dire que : x = o est une ligne de points singuliers, 
en général transcendants, de la fonctions (a, à). si g==0; sig o,on 
peut seulement dire que l’origine est un point singulier, en général 
transcendant. 

. Considérons maintenant le déter minant fonctionnel des deux fonc- 
_tions w et y, que nous EUS U(X, y), V(X, y) en prenant X comme 
variable. Comime ona 


¥ 


ou tml hae a(n)], 


Fr 
Ve eee 


- pet s étant les fonctions numériques que nous connaissons, On à aussi 


RD 


| X, cA Re? n—1 
Day Bees D(X, 9) rer TT I) BS 7a) 
en posant Er ae es 


fly 4 tn cértain intérét à obtenir la limite de l’expression précé- 


— dente, sans donner ay; (X, y) la forme particulière que nous lui avons 


~ assignée, c’est-à-dire sans supposer que l’axe desæ soit invariant, et 
en choisissant ¢(7) de manière à assurer la convergence. Nous posons | 
done thomentanément, à la place des équations (39) les suivantes : 


XoXtaboxy+ ordiy+..., 
’ : rhs £5 a x f 292 “ee 
a : tr get eee oF +). 
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On a alors 


D Er by + bat, 
RE ae Pa fete : 
OPIS Bi ; 

es ——3a' x — bay ut, 

à We ai bart adly bes 


SA(X, y)=1+b'e+ (ac'—b)y+( Jet 
Nous ayons à rechercher la condition de convergence du produit 
infini dont le terme général est 


‘' a(n) 
g(n +1) 


[r+ dx, +(2c—b)y,+...1. 


Comme on a toujours 


Lyn — 
LME res 
et 


Yn= O(9"| 71) + O(| en |*); 


la condition de convergence s’obtient, comme précédemment dans la 
construction dey (a, y}, en réduisant le crochet au terme 1 + b'æ,, 


ce qui conduit à prendre ‘ 
b : 
G(r). == se, 


et l’on pourrait répéter ici ce qui a été dit au sujet des propriétés de la 
(x 


fonction “=> oes La fonction représentée par ce produit infra jouit 


d’ailleurs de la propriété fonctionnelle (6), en y faisant s= 1. 

Dans le cas particulier des équations (40) tout ceci s'applique. On 
doit remplacer 6’ par — «, et l’on retrouve bien le même facteur de 
convergence que pour le produit qui a servi à définire(æ, y). On adu 
reste 

D(u,v) 1 D(U, V). 


D(x,y)  æ! D(X, y) 


Il s'ensuit que si le domaine D a été convenablement choisi, le déter- 


MH étant la distance de M à QU. Par suite 
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-minant fonctionnel des fonctions w ete n'y devient jamais nul, puisque 


aucun des facteurs du produit infini qui représente DEN) ne peut 


D(Xy) ) 
devenir nul si |x| et |y| sont suffisamment petits. Il s'ensuit que les 


fonctions w et ¢ sontindépendantes, et même que les fonctions x (u, ¢), 
y (u, ¢) ne sont jamais ramifiées quand (4, ) décrit le domaine corres- 


pondant à D; malheureusement ce domaine du point (u, ¢) n’est pas 
aisé à définir, et le problème d’inversion qui, dans le cas d’un point 


. double ordinaire, se résout immédiatement, permettant de passer des 
solutions de l'équation de Schroder aux fonctions / (uw, v), g (u, ve). 


considérées pour la première fois par M. Picard, est ici très délicat et 
ne conduit pas en général à un résultat simple. Nous allons ’examiner 
de plus prés. : 


- Jai déjà indiqué que, quand le point X décrit A’, la valeur de U(X, y) 


couvre un domaine de mème forme, et que les domaines ainsi obtenus 
pour U, quand on fait varier y, ont une partie commune. Je vais pré- 


ciser ce point. Considérons les deux demi-droites qui limitent A’ et font 


langle w avec la direction négative de l’axe réel, soient PT et PT’. 


Prenons le point Q au delà de P sur l’axe réel et menons les deux demi- - 


droites symétriques QU, QU’ faisant l’angle w, > avec l'axe réel 


négatif. SoitE le domaine limité par QU, QU’ et s'étendant à l'infini 


à dene Je dis que, si les points P et Q sont convenablement ne 


à tout point u intérieur à E, l’équation — 


#009) = X— Hog +00 9) 


fait correspondre | un point X et un seul dans A’. 


: — ul 
Faisons décrire à X la frontière de son domaine; le rapport À met 


quel que soit w dans E, restera SUDÉÈNE en module: à une quantité que 


_ nous allons évaluer. 


SiM est un point de PT, on a évidemment 


|X —w|> MH, 


us AO 
Anh. ‘he. Norm., (3), XLI. — Avr 190 See a el ean 
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Ce rapport hi quand M décrit PT, a une valeur stationnaire quand 


PT devient tangente à l’une des courbes, lieu des points pour lesquels 
ce rapport est constant, c’est-à-dire à une conique de foyer O et de 
directrice QU; une seule de ces coniques est tangente à PT, et le point 


de contact M, s'obtient par l'intersection avec la perpendiculaire menée 
par Oa la droite OI, 1 étant le point d’intersection des deux droites 
MH 
MO 
M, correspond à un maximum. Done le rapport croit quand M va de 
P en M, et décroit quand M va de M, à l'infini. En P, sa valeur est 


PT et QU; comme le rapport serait nul si M était en I, on voit que 


P 
= sine} 


OP 


à l'infini sa valeur limite est égale à sin(w, — w). Si nous transformons 
| ais a eee 
la figure homothétiquement par rapport à O, le rapport Op reste cons- 


tant ainsi que © et w,, et l’on a toujours quand w est intérieur à E 
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et X sur le contour de A’ 
=" X = 7 
NG 


C, 


[24 : ë 
c étant le plus petit des deux nombres De sin w, et sin (@, — 0). 


Or pour |X| suffisamment grand on a 


> |—GlosX + 0X, y)]. 
En effet, comme 6 (X, y) est bornée ona 
180 X,y)l<m,. 


et l'inégalité qui PrReese sera vérifiée si 


L 


X1>|%|[logl X 


ce qui a bien lieu pour |X| => À. Comme d’ailleurs 
| PRIE OP sina mers 2 à 


hie <a 
3 2 
sin 


on voit que pour 
| OP > 


on aura, quel que soit X sur la frontière de melas intérieur a E, 


: Re “4x —u)5|Stogx — 91x, 99} 


C4 

ns domaines A’ et E étant ainsi ies Mie déeriré à X le contour © 

formé des deux grands segments symétriques PT et PT’ et d’un arc de 
xX 

cercle de très grand rayon et de centre O, de sorte que > - soit infiniment 

grand sur cet arc et que Vinégalité qui précède y aie encore vérifiée. 


Le principe de l'argument de Cauchy montre alors que l’équation 


| wa X— FogX + 91%, ae, XHEUX, xy) 


_ possède une racine et une seule à iP intérieur de €; cetter racine estune | 
fonction analytique de wu pour w intérieur à E; c’est aussi une fonction 
| analytique de t=Xy pour je |S, ou une fonction analytique de y 
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! 
pour |yl£p dans le cas particulier n’est pas borné dans D’. 
Dans ces conditions le domaine E est pre et totalement cou- 
vert par uv quand X décrit A’; on aura d’ailleurs pour |u| très grand 


k 
X=u+- 7 os + quantité bornée. 


. . Tv : 

On peut prendre, en particulier, w, =~; le domaine E est alors 
limité par une perpendiculaire à l’axe réel. 

Revenons maintenant à » (x, y); comme ¢ s’annule avec y et que le 
domaine de ¢ contient ainsi un certain entourage de l’origine dans son 
plan, et cela quel que soit æ, il est naturel de se demander si à tout 
point analytique (u, v) il n'est pas possible de faire correspondre un 
point analytique (x, y), lorsque le domaine de (x, ¢) est défini par 
R(u)ZA, 


se Le [SBy 


A et B constantes positives. Or, il n’en est pas ainsi en général. Il 
résulte en effet de l’étude des valeurs asymptotiques de w et de e qu’on a 


oe 

0x, y)=y e"p(a,y), 
u étant une fonction continue bornée et différente de zéro dans D. 
D'autre part, |u| est de l’ordre de fer’ 


Supposons que, g(y) n'étant pas identiquement nulle, le rapport 
- soit borné dans D. On a alors 


R(1+%) A (-1—%) 


el <K|x 


Si la partie réelle de 1 + ~ est positive et égale am, on a donc 


H 


ful jm 


res 


Donc ¢, dans le voisinage de» = 0, ne peut pas être qe arbitraire- 
ment, quel que soit w satisfaisant à 


R(u) > A. 


ae “I 

Le Se my ; : LT. Le, ik i a ne br TU E IV F kK : a 

ee ae Pte4 oe oe 
png, s 


+ > 4 M mh “ à g F = The FR * si 2 y ds 


Le Se ; = = % sa #28 ee 2 Wr x Xe 2 Soa 7 Sel 
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dition |y|<<C{æ| disparait; on a seulement, y étant ; 
M4 lol << += E à 


eu à une remarque analogue. = LOST SR een a i, RTS TRS 


Moutraive, dane leicas, particulier où "7: 1 +500 


de et g()=0, Xe ; z te LE aoe Boe 


si je 


si wetysatisfontades 


est visible du reste, puisque — Eee ie ae et 


‘ . ame ea = Peay PRE Eee go 


r + 
es 
+. 


D, etqu’onpeutyfaire 


vn) Pah 
* 


est continue par 


= 7 
Les 


< 
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Si nous supposons maintenant 


AE 


SI > 


l'équation 
(2, y)=e 
admettra également une racine et une seule, si || est suffisamment 


petit. Posons en effet 
O(a, YI = w( a y)Y;, 


et démontrons que les équations 


(2, ») ame p', 
(0, y) =H 


ont le même nombre de solutions dans le cercle |y|<A, ou que le 
quotient 
(ay) — P(0, y) = ylw(x, yy— #0, y)] 
29, x) # F9 2) =e" 


est plus petit que 1 en module, sur la circonférence |y| =A; ceci 


est immédiat car 


h 
le(o, x) lyi=a> re 


h 
42 


max.|w(x, y) — w(0,y) rors wt Ga 


lols 


Le quotient considéré est donc, pour |y| = A, inférieur en valeur 
absolue a 


h p.(2 
2 


3 


donc inférieur à 1 si || est suffisamment petit, u (æ) tendant vers zéro 
avec |x|. On a donc bien une solution unique de l'équation en y 


e(æ, y) pie 


fonction analytique de æ pour 2 £0, continue pour æ =o comme il 
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résulte de sa représentation par I’ intégrale 
I y dy 


2iT dv 


eI="[o(@, x) — IS 


_Portons cette valeur de y 
ACER 2 : À | 4 NAGLE C9n 
dans l’équation À 
Ye ECD A È Sf. ea ani?) a y} 
Per PAL Be" ps 
que nous voulons résoudre par rapport à a, u’ vérifiant la condition 
[| A(u!)| >A. 7 | 
Il résulte de ce que nous avons démontré en po gee y a une 
solution et une seule, fonction analytique de w’ et de 6’. 
- Lunicité de la solution résulte d’une manière plus générale de la 
définition de w cet de ¢ par les ons | 


En effet les fonctions x, (x, y} ety, (æ, y) forment un système uni- 
en dans D, c’est-à-dire ne prennent jamais le même système de 
valeurs en deux points distincts de D, car cette assertion résume les. 
deux faits suivants : 4 = ; : 


4° Quand (x, y,) est dans D,, conséquent immédiat de D, « 5 ey: sont 


‘dés fonctions uniformes de a, et y,. 
* 20 Les domaines D, D,, D,,:.. sont contenus chacun dans le précé- 


dent. Les fonctions sans le signe dim dans les équations précédentes, 
fonctions du premier degré de æ, et Yn, forment donc aussi un système 
meas a ent ay autre pats nous avons démontré que 

ee ane tor 1) (a6, ») 

Admettons Ste Le lemme bien simple quisuit, que nous démon- 
trerons ultérieurement : 
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Si les fonctions F(a, y), G(a, y), régulières pourx = y = 0, nulles 
en ce point et de déterminant fonctionnel non nul, sontrespectivement 
les limites de deux suites de fonctions holomorphes F,,(x, y), G,(æ,y) 
qui convergent uniformément dans un domaine entourant l’origine, 
ce point est limite de points (&,, n,) vérifiant les équations 


F,(Ën: An) ==; GE Nr) =O. 


Il s’ensuit que si u et ¢ prenaient les valeurs (w’, ¢) en deux points 
distincts de D, les deux fonctions dont elles sont les limites posséde- 
raient, pour n assez grand, la même propriété, ce qui, nous venons de | 
le voir, est impossible. 

La correspondance entre (x, y) et u, ¢) est done biuniforme et ana- 
lytique, et l’on a Rep 

y=el4, #)3 
f(u+ 4a, sv) =R(2, 7), 
g(u+a,s'r)=S(x, y); 


mC — a, 5) RTS} 


g(u—a, £) ST Y); 


cette dernière formule permettant de prolonger le domaine d’exis- 
tence des fonctions f (u, v), g (u, ») de proche en proche, aussi long- 
temps que les fonctions R_, (x, y), S_, (x, y) restent analytiques et 
uniformes. 

On aura d’ailleurs : y = 0 pour ¢=0, etæ =o pour infini avec 
une partie réelle positive. Si l’on n’a pas ramené préalablement les 
deux courbes invariantes analytiques à coincider avec x = 0 et y — 0, 
ce sont ces deux courbes qui correspondent à u infini (Ru > 0), et à 
v= 0. 

Nous pouvons encore nous servir de la transformation 


Y= sx 


pour ramener le cas de g = 0 à celui de g=0, car les équations (39) 


Sn 


SUBSTITUTIONS ANALYTIQUES ET ÉQUATIONS FONCTIONNELLES. 121 
deviennent S 
| Li—=æ(i—ax— bsx+ca*+...), 


5,0; 3'sua(1— ax — Box enya p 


an 


et en divisant membre à membre 


: Za CRÉES sai + (a —a)e + (y—e)at+ (b— Blan, he 


Les équations de transformation gardent la pth forme, mais il n’y a 


plus de terme en z dans —- Seulement « se trouve remplacé para — a 


- 


qui nest plus nul, si « l'était. 


Cas de a —0.— Je vais passer maintenant au cas où l'on a a — 0, 
les équations de transformation étant alors ; 


cee, 
eagle. 
Jas ¥ Ho? +... 


Ti — 


“ 


Une étude détaillée de ce cas entrainerait des développements ec consi- 
dérables, d'écriture notamment, et les résultats qu’on peut espérer en 
‘obtenir ne semblent pas avoir une importance assez grande pour qu 1] 
y ait lieu de pousser jusqu’au bout cette discussion, comme je l'ai fait 


. dans le cas d’une seule variable. Je vais montrer simplement que ce 


cas se ramène en général à celui où a n’est pas nul, moyennant une 
série de changements de variables simples. Nous pouvons d'abord 
x 

yiey + le 
disparaître le terme g (y). Ceci fait, supposons que dans nos équations, 
qui conservent la même forme sauf l’évanouissement de g, le premier 
terme en x non nul dans | a parenthèse soit le terme ax°; nous pou- 


vons écrire 


“employer le changement de variables ( > | .) destiné à à faire 


À has P,(a* )+æPi tas aur 3 
: dégiinantanie série entière qui commence par la constante + 1, 
tandis que P, commence par les termes 


; ( Je + ( )Y: 
Ann. Ec. Norm, @), XLE — Avan 1924. Free 16 


1 Ori is Gr 
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En élevant au carré, on obtient 


1 


ie [Tr — ar? P,(x?, y) f+ 22 Py (2, y) [1 — az? Po (a, y)] + x? P; (ey y)| 


. ou, en posant : 
ner 


3 


t= t[1—aat— dé ctty + PE nl 


P, commençant par des termes du second degré, mais contenant du 
reste des termes à exposant fractionnaire En posant 


I 4 LS 
A eee 
il vient 
e b 1+ ~ 
X= X+2a4+—4+0eX Ar 
xX? 


mais, comme précédemment, nous emploierons simultanément les 
variables € et X. Si nous considérons maintenant les deux équations 


nasty + dE + By + yytt..., 
=F —2ab+... = Flr O(El+ y], 


nous voyons que les termes du premier degré ne présentent plus la 
forme canonique; pour les y ramener, il faut poser 


= + VE, es ©! 
yon HUE LES 


On obtient alors le système 
X;,=X+2a+ JINR + eX! n + ol |x| + Ini], 
(43) X Nig 


MS a+ IGE? BE n + ( NUE TR 


le 


coe ee! ne, 


en prenant par exemple 
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La deuxième équation peut encore s’écrire 


GE) m=nls'+ OU +101) +08) 


_ Le choix de la détermination qu’il faut prendre pour les termes en 


1 1 
6°? X* ne donne lieu à aucune difficulté. Je renverrai pour ce point a 
la discussion analogue que j’ai faite pour le cas d’une seule variable 


dans mon Mémoire du Bulletin de la Société mathématique. 


_ L'itération de la substitution (42), malgré la présence des termes à 


; exposant fractionnaire, se discute aisément comme celles que nous 
avons étudiées jusqu'ici. 


Nous imposerons à X et n la condition 


À étant une constante que nous déterminerons plus exactement. Nous 


1 


| supposerons d'autre part que | X? | ot | restent inférieurs à un nombre 
fixe ¢; si ces nombres À et p sont suffisamment petits les termes qui 


“vont X + 2a dans l'expression de X, peuvent être rendus aussi 
petits que l’on veut. Nous construisons alors un domaine du plan 


des X analogue au domaine A’ considéré précédemment, et limité, en 
supposant a réel et positif, par deux demi-droites se coupant sur l’axe 
réel, en un point d’abscisse positive très grande, et symétriques par 


rapport à cet axe. En établissant des relations d’ inégalité convenables 


entre les quantités À, 9 et l’inclinaison de ces deux droites, on fera en 


sorte que si X estdans ce domaine, D9 se trouve dans le méme domaine 


3 déplacé par | translation d’une quantité constante vers la droite. De 


plus la relation (43) montre que l'inégalité (44) subsistera encore 
pour (x M1), Sip est assez peut: = (@) on déduit en a si I et. 


nus sont assez petits” 


= gl PE 
| AE 


Pulsanirale= a 


F2 
2 


t 
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On a du reste pour =! —1, qui est de l’ordre de |€{+ |], une 


valeur très petite; on peut done écrire 


wl 


X << he 


A(i+h) 


iran : 


A(t +h) 
x? | 


nl Rn ae Bee eee 


MEANS <g heh) +40 4h). 


Comme g <1, ceci sera encore inférieur : a À sip et À sont assez: 
petits. 

Dans ces conditions le point (X, y,) restera dans le none ini- 
tial. On ne peut d’ailleurs pas, sic = 0, supprimer la. condition (44), 
et ici on n’apercoit pas d'artifice qui permette de faire disparaître ce 
coefficient c. On trouve alors, en raisonnant comme nous Favons fait 
maintes fois que X, tend vers l'infini comme 27a; d’une manière plus 
_ précise on aura 
| X,=X +ona+O(Vn). 


| ee 
De même y, tend vers zéro et l’on a 


Inn] <g'in|+ 


[fn | = 0 à) 
re 


En remontant de proche en proche aux variables primitives on. 


b 


| Xn | 


“ 


‘ I ° 
trouve d’abord que|y,| tend vers zéro comme = La transformation 


‘ 


by lm 


Brea ee 


nous donnera ensuite pour (a, y) deux domaines entrérement distincts 
dans lesquels (x,, Yn) tendent vers l’origine. L'un de ces domaines. 
sera défini de la manière suivante: le point æ se trouvera à l'intérieur 
d’une courbe passant par l'origine et ayant en ce pone une pointe avec. 


tee 


at à 
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un angle T—- = (w est aussi petit que l’on veut) ; cette courbe se déduit 


par la talon a= du système de deux arcs de cercle, 


déduits eux-mêmes par inversion des deux demi-droites de tout à 


l'heure: pour chaque position de ey) doit être à l’intérieur du domaine 


défini par 


(45 bis) ay Ay tla] <del, = 


_ c’est-à-dire d’un cercle dont le centre tend vers l’origine et le rayon 


vers zéro, quand a tend vers zero; æ, et y, sont alors tous deux de 
yn 


- l’ordre Le On démontrera facilement que — tend vers — Z. On 
n n 


aura un autre domaine analogue en prenant l’autre détermination du 


radical dans expression 


= LE 


Dans le cas où letteveloppemént de x, — x suivant les puissances — 
ascendantes de x et de y commencerait par un terme en +?‘ quand 
ony fait y = 0, la même méthode permettra de mettre en évidence 
l’existence de p domaines de convergence distincts, mais à condi- 


* 


! tion, si pest quelconque, qu'il y aitun certain nombre de coefficients 
nuls (! qe 


Soit par exemple ; Ws eee 
: s ; oD à 
_Effectuons les calculs (phiques 2 
wigs aS Gat = =F ee ig Se te ee 


Ex). 
es | m= eee 


z 


| La nouvelle eo est des dans le cas actuel. On fait 


b>. 


@ ) La démonstration de Fetistone d’une solution de l’équation d’Abel exigerait l'em— 
-ploi de nouvelles transformations analogues à celles que nous avons employées dans te 


_ cas d’une seule variable. x fori 
Se 


126 P. FATOU. 


ensuite les changements de variables 


y=n+ 26, 
aT cae, 
ÊT x 
ce qui donne 
XS 3 de Ke < +. 


NE 
AREA RÉEL. 

On devra poser 
[n?X |< 2 


ou 
n?< À, 


et cette condition sera vérifiée par le point (&,, n,) moyennant les 
hypothèses que l’on connaît. On trouvera donc pour le point (a, y) 
trois domaines de convergence distinets. 

Prenons au contraire 


i 4 
Hi = 3? 
I+ ty +2 
ae 2 / 
= = + 2", 
ÿ1 d 
En posant encore 
(l 1 
Xe > a 
ESA 


on obtient 


Pour obtenir un domaine de convergence dans le plan des X, on 
serait conduit à poser 


| xX°y | = 3 


mais cette condition ne saurait être remplie pour le point (X,, y,), 
car on aura 
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; : : I i Jen 
€ étant tres peut pany. et; eux-mêmes trés petits. Si donc X° y est 
5 


; borné, X° y sera done de l'ordre de x? done très grand. On n’obtien- 


dra pas par cette méthode de domaine de convergence. Je ne sais pas 
S LE en existe néanmoins; il est probable que non. 


| Cas d'une ligne de one doubles. — Tl est d’ailleurs certain qu'il 
existe des substitutions avec un point double de l'espèce étudiée 


actuellement pour lesquelles il n’y a pas de domaine de convergence, 
mais seulement une ligne de convergence : la courbe invariante de 


Poincaré. Tel est le cas des tutos. étudiées par Lattès dans sa 
thèse souvent citée, qui possèdent une ligne de points doubles, ce 


qui arrive quand le déterminant fonctionnel de +, — x, y, —7y par 


rapport à x et y est identiquement nul. La rie se ramène 
alors à la forme | | 
2 . ( J Gen 
(45) , ey ns 1 ; 
sage =yls+ Q(2, »)1= Mz, y), 


P et Q étant des fonctions régulières autour de l'origine, avec. 
Q (o, o)= 0; la ligne de points doubles est y = 0, la droite x = o est 


_ toujours la courbe invariante de Poincaré. 


Lattès a montré, en se servant de cette forme réduite, que la courbe 
des points doubles possède la propriété suivante. Soit AB un arc de la 
courbe des points doubles le long duquel |s’| est constamment inférieur — 


à x, en désignant par s’ le multiplicateur différent de l’unité; on peut 
limiter dé part et d'autre de l’arc AB un domaine tel que les consé- _ 


quents d’un point de ce domaine restent dans le domaine et tendent 
vers un point de la courbe des points doubles, en restant sur une 
même courbe analytique invariante (courbe de Poincaré). 
On peut compléter ce résultat en ramenant l'équation précédente à 
une forme canonique qui met bien en évidence le processus d’itéra- 
tion. f ~ = see 
_Soitsun nombre tel que pour Iz] et ive, on ait 


ae i Bales 


Q(z, yi<* ea 
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d’où 


| s'-+ O(a, nie ett ages. 


2 
Prenons 0’ <9, et |x| et y inférieurs à p’. On aura 


Ini<alyl- 
|2,|<|z|[1+ Aly]. 
On aura encore | 
| laij<p,  [Yil <P, 
pourvu que 
p'Ai+Ao)< p, 


ce que nous pouvons supposer. On obtiendra ensuite 


BAESAPAE 
|v [<|v|[i+Aly|][r+Ag[y]]; 


et l’on peut continuer à écrire indéfinitivement les inégalités analogues 


PAETARA 
Fm <teftitAlr is. [t+ Age, 


si le produit convergent 


p'(1+Ap')...(r+ Ag tp)... 
est inférieur à p. \ 
Il suffit pour cela que 
Ap’ 
pel "<p, 


‘ce qui a bien lieu pour 9’ suffisamment petit. Dans ces conditions le 
produit infini 


[r+ y P(x, vy) + 71 P( eu 1) ]--+ D+ Ju (eas Yn) +. < 
est absolument et uniformément convergent puisqu’on a 


LE Lain. Fahl Se la 
lynl<q"p’, 


/ 


et représente une fonction holomorphe dans le domaine 


[ShSon eaatees 
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égale à 1 pour y = 0, et qui n’est autre que la limite — — pour n infini. 
On a donc uniformément 


mn arg ste (2; Gh Net se See ee Y)} 
U(X, Ji) = u(z, we), 


u et w holomorphes dans. le domaine considéré. 

En prenant u (a, y) comme variable indépendante à la place de x, 
dans un certain domaine entourant l'origine, ce qui est permis, la 
substitution sera ramenée à la forme suivante À 


4 


(46) Uy= U, Le 
Yi pps +R( (u, #1 [R(o, o Jo 
aes FON effet. la on entre u, ax et y est de la Parone: 
À ne yen à amy ast) Bh, 
DOS THAT: | | < sh 
* - Ou : + À >. > x Ka 
TR eee Cae 


donc différent ae zéro 0 pour Jal et ly| suffisamment petits, et la théorie 
des fonctions inverses permet de développer x suivant les puissances 
de w, les coefficients étant des fonctions de y qui sont toutes nulles 
pour y = 0, sauf le coefficient de x qui se réduit à l'unité. On aura 
done pepe |u| etly|, suffisamment petits, ledéveloppement convergent 


waulity Bleu hr) +. HAS A (+. 


messe En remplaçant æ par cette expression dans la seconde des équa- 
e tiene (45), on a bien pour y, une expression de la forme indiquée. 

- On est donc ramené à une forme canonique dans laquelle l’une des 
_ variables reste invariante, ce qui conduit à faire l’itération d'une fonc- 
_ tion d’une seule variable, mais contenant un paramètre arbitraire u. 
“Le Be uiubeateur est donc fonction de uw; il a pour valeur . 


FER (a ea Ts s'+ lu +. 


| et, se réduisant à s’ pour u — = 0, il restera pour |u| suffisamment petit = 
inférieur à g <1. Dans ces conditions la fonction holomorphe à l’ori- 
ei gine et de dérivée égale à 1 en ce point qui vérifie I’ equation fonetion- 
Mr er Ann. Ee. Norm., (3), XLI. — Mat 1924. NS AF 
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nelle de Schréder relative à la seule variable y, est une fonction holo- 
morphe non seulement de y mais encore dew; c’est ce qui résulte 
immédiatement de son expression connue sous forme de produit 
infini. En appelant  (u, y) cette fonction, ona 

v(u, 71)=[s + 0(4)] (4, y), 
en posant 

o(u)=Q(u, 0)=ku+?... 

On peut évidemment d’après la forme du développement de ¢, 


P=y+hy? + lu y +... 


(4 
la prendre pour variable destinée à remplacer y, et finalement la subs- 
titution (45) se trouve ramenée, par un changement de variables 
régulier et biunivoque, à la forme canonique 
(au 


} = e[s'+ a(u)] Leto oh 


(47) 
sur laquelle on aperçoit immédiatement l'exactitude de la proposition 
de Lattès, puisque 


Un —U, 


En = fs + o(u)]". 


Un cas particulier remarquable est celui où 
: “o(u)= 0; 


|s’| étant toujours compris entre zéro et un ('). Dans tous les cas æ 
et y s'expriment, dans un domaine entourant le point(u=0,#=0) 
en fonction holomorphe de u et de + : 


r es A ES 1 
y = g(u, &), 


et l’on a d’après (45), en posant 


s'+ o(u) =t(u), 


les formules suivantes qui résolvent le problème de Vitération 
SRE 


(*) Ceci aura lieu notamment, si 1, y1 satisfont aux équations aux dérivées par- 


. D (æ:; Y1) Ox 0 
telles IR er ep a EE Tee 
elles D(z; y) seb sp PORT ne 
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- analytique : | | < 
Jz, Ve T(u)] = MI f(z, #); eu, »)], 
glu, v r(u)]= N[f(uv), g(u,e)]; 
iA 9), g(u, v)], 
glu, v*(u) [= Ni flu, v), g(u, ey] 


et qui sont surtout intéressantes quand 5 (w)==0, + (u) =s’, ou tout 
au moins quand + (u) est une fonction rationnelle. 


Remarquons que si les équations de la substitution peuvent se 
ramener à la forme 


r 


Li— 2, 


n= y tla y) =sy +( Ya ( Née À )æy +..., 


(a, y) n'étant pas divisible par y, on est toujours dans le cas d’une 
ligne de points doubles, car on peut toujours résoudre par rapport 
aye V équation | 
; LR MNÉST | 

qui donne pour y ane seg régulière de +, puisque I—s aa Oe 


_ Ainsi la ion nécessaire et suffi isante pour qu “il y ait une ligne de 
points doubles, c’est qu’il existe une fonction invariante par la substitu- 
tion donnée, régulière à l'origine, nulle en ce NACRE les dérivées premières 
_nes y ue pas toutes les deux. 

_ Les substitutions qui possèdent cette propriété sont-elles les seules, : 
parmi celles dont les multiplicateurs sont 1 et s’ (o< |s’| <1), pour 
_ lesquelles il n’y a pas de domaine de convergence? Évidemment non, 
car il peut exister des lignes de points doubles pour une puissance de 
la substitution donnée =" (n > 1), tandis que X elle-méme n’aurait 
qu’un point double isolé. Mais je regarde en outre comme probable 
qu'il y en a encore d’ autres que ces dernières. Je propose de démon- 
_trer qu'il en est ainsi pour > 2 


L q 4 x 
mi ) 
abs 
Yi=SY re 


ou, si ma présomption est fausse, de trouver les domaines de conver- — 
gence. | | 
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Cas de s! = 0, s = 1. — Je vais maintenant passer au cas où l'équation 
ens a une racine nulle, une autre égale à 1. On peut ramener la subs- 
titution à la forme 

Le BAR OY aes 
naa ct bay y+... 


par une substitution linéaire auxiliaire. Nous allons effectuer encore 
d’autres changements de variables pour donner une forme plus simple 
à ces équations; on peut d’abord remplacer y par y + @ x*, et y, par 
Y + a! x‘ ce qui fait disparaitre le terme en a* de la seconde. Nous 
supposerons donc a’ = 0. On peut ensuite mettre le second membre 
de la première (Picarp, Traité d'Analyse, t. 11, Chap. IX) sous la forme 


(2-Pay eB yong) 
1+ P(x, y) 


> 
où 
P(2, y)San+by x, 


est régulière à l’origine, ainsi que le numérateur. Si «~ 0 nous pou- 
vons prendre l’expression / 


~(ay-+By?+...) 


comme nouvelle variablé destinée à remplacer y, qui sera elle-même 
développable suivant les puissances entières de cette nouvelle variable. 
Si était nul et que le numérateur fit de la forme | 


(x2 hy? + pyPtt+...), 


on prendrait pour nouvelle variable 


V4 byt... 


On aura done avec ce choix de variables, puisque ce dernier change- — 

ment ne fait pas intervenir la variable x et que par suite a’ reste nul : 
L+ayP 

1+P(2, y) 

N= oary+cdy+.... 


EU 


Ty — 
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Nous supposerons p= 1, mais le cas de p quelconque n’introduit 
pas de complications. En posant comme précédemment 


Kye. Ve 
ae: Dy Æ 
il vient 
x X[1+P(x, EE 
= 
r+aXy 


P (æ, y) est ordonnée suivant les puissances entières ascendantes 
I . 
de = et de y; si de plus nous supposons 


IX 1< a 


nous pouvons développer suivant les puissances ascendantes 


1 
i+aXy 
de Xy. Nous poserons méme 


Y|<à, 
constante positive, et nous aurons ainsi 
X= (X—aXty) (1+ < + by +...) + 0. 


Le terme 9, si l’on suppose 


LPC; 
a un module inférieur à 7: 
Lex Mal rth 
Re XIE la] 
|x 


Supposons maintenant a = o, et, comme ioe tente) et positif. 
En effectuant le produit dans l’expression de X,, on le trouve égal a 


X+a—aX?y+(b—aa)X y— baX’y’, 
les termes négligés ayant une somme inférieure en module à 


Be if 


AUX I+ all 55 


Si l’on prend 
| {|x|> aha, 
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on trouve finalement 
X,=X+a—aX’y, 
en négligeant une quantité dont le module ne dépasse pas 
Nae | A fbad| BR 
ce tb ae | — = +e 
XI per + rep] lee See PART? 


B étant une constante indépendante de A, ainsi que A. En supposant 
À < 1, par exemple, on voit que ceci est inférieur à 


C+ C'À 
|X| 


2A 


C, C’ constantes indépendantes de A. On a finalement 


LT), 


UE DES) € SL TES RS 
X,=X+a axty + ( x] 


vs étant une quantité bornée (indépendamment de À). 

On pourra alors construire dans le plan des X un domaine semblable 
au domaine A’ qui nous est bien connu, et l’on constatera comme pré- 
cédemment que si l’on prend par exemple 


a Siñ © 
4 > 


et si le sommet de l’angle de A’ est assez éloigné vers la droite, le point 
X, sera contenu dans A’, et méme dans un domaine congruent déplacé 


. [al < 


de “ par translation. 
Il faut maintenant vérifier qu’on a bien encore 
IXir1|<2, 


et que par suite X, ne sortira jamais de A’. On le vérifie aisément, en 
remarquant que, grace à l’évanouissement de a’, on a 


N=y x O[|z|+]y|]+ O(z/f), 


1 


et le calcul s'achève comme dans les cas déjà examinés. On verra alors 

successivement que |X,| tend vers l'infini comme n, que y, tend vers 
» I ‘ > ji LS | 

zéro comme æ° ou a d’où l’on déduira 


X,= X+na+ O(logn), 


Se ainsi. 


Re 
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enfin que y, est asymptotique à x. On en déduira l'existence d’une 
solution, holomorphe dans le domaine de convergence des æ,, y,, de 
l'équation d’Abel 
ea” u(y, Yr) = ula, y) + a. 
Tout se passe, à peu près, comme dans le cas s’ = 0. Mais ici nous 
n'avons plus la simplification que nous permettait d’introduire dans 
notre analyse l'existence ‘de la courbe analytique invariante de Poin- 
 caré. Je ne sais pas si cette courbe existe dans le cas actuel. pat 
Bien entendu, il y aurait encore ici un grand nombre de cas parti- : 
culiers à examiner, dont les uns nt à simplifier, les autres à 
compliquer ik étude des problèmes qui se posent. Je me contente de 
signaler le cas où il y a une ligne de points doubles. Il peut arriver 
qu'on ait s’ = o en tous les points de cette ligne : 


Ti=T+TY, | 


Diane 


= 

On voit de suite sur cet exemple que les conclusions de Lattès 
subsistent; mais pour ne pas allonger cette discussion déjà longue, 
je laisserai de côté la eur de savoir su en est toujours 


x : 26" 

Cas ie s=s'=1.— Cecas, très Mr ue point de vue age apple: 

_ tions aux équations de la dynamique, exigerait de longues etdifficiles 
recherches pour être élucidé nent Nous icine seule- 
ment les résultats auxquels on est conduit dans quelques cas particu- 
liers. Ici encore, il n’y aura pas toujours de domaine de convergence, 
_ notamment dans le cas où l’une des équations de la transformation se 
ramène à la forme rn = «,; ily aura alors une ligne de points doubles. 
- Un autre cas intéressant est celui où le déterminant fonctionnel 
D(a") 
D(z, y) 
de domaine de convergence, car la transformation conserve les aires, 
‘ou les volumes dans l'hyperespace complexe; un domaine simple D 
suffisamment voisin de l'origine, ayant pour conséquent un domaine | 
simple D,, la suite des domaines D, D,, Dy, ... ne saurait tendre vers 
un pola limite unique; ou bien ces domaines . ne resteront oF com- 


\ 


est constant et égal à 1. Dans ce cas il est clair qu il n’y a pas 


Ste 
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pris dans l’hypersphère de centre O et de rayon p à l’intérieur de 
laquelle x, (æ, y),y, (x, y) sont supposées définies et uniformes, et 
alors la transformation peut cesser d’avoir un sens : on sort du pro- 
bléme local et l’on a affaire au problème général de l’itération ; ou bien 
les domaines conséquents restant compris dans cette hypersphère les 
fonctions ana lytiqués +, (æ, y}, Ya(æ, y) forment dans D une famille 
normale au sens de M. Montel, étant bornées dans leur ensemble; et 
de toute suite de ces fonctions on peut en extraire une autre qui converge 
uniformément vers les fonctions limites u (æ, y), » (a, y) dont le 
déterminant fonctionnel- est égal a 1, et qui font correspondre au 
domaine simple D un Jomaine simple A; soit 


Y Y Y 
a TE) le PU .…..s 2, 


cette suite de puissances de la substitution Z gu tend ainsi vers la 


F 


Si A’ est intérieur à A, les substitutions 


substitution limite 
u(æ.} 4 
e(a,y) | 


D x. ; D 
Oy Oy) AK — yy “+. d,=Q, 1 


tendent vers la substitution identique; tout point de A’ est donc limite 
de ses propres conséquents. De méme tout point de A’ est limite de ses 
propres antécédents ('). 

Prenons par exemple la substitution 


L=z+ay+a ax +2bxy +c y, 
Vas yt aa?+ab'ay + c'y?. 
En ‘imant Pr) ost égal à 
exprimant que Dla; 7) est égal à 1, on obtient 
2 
n=e+ay+a[e+(a—;)y] A 


I 2 
nay thal ot («-;)2| 
(1) Ceci est à rapprocher du théorème de Poincaré concernant les transformations 


qui admettent un invariant intégral positif (Zes méthodes nouvelles de la Mécanique 
céleste, t. UT, chap. XXVI). 


SEO, 
Saag 


4 ee 


a 
ec 
Ca, ‘ 
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fonctionnelle d’Abel 


u(X1, Y;) = u(X, Y) + a, 
R( Xa, Yi) = 0 CX; Vie, 


et qui, lorsque X et Y sont deux points très éloignés de l'origine à 
l'intérieur de leurs domaines respectifs sont de la forme 


w(X, Y)=X— 2 logX — Slog + 9(X, Y), 


P(X, Y)= Y — = log Y — ~ togX + OX, ¥), 


0 et 0’ désignant des fonctions continues et bornées dans le domaine 
(A, A’). Le problème de l’inversion est aisé à discuter; il est particu- 
lièrement simple dans le cas où les coefficients 6’ et c sont nuls. On 


aura alors 
X= J(u,v), 


Y=g(u, v), 


f et g étant uniformes quand wet ¢ varientindépendamment dans deux 
domaines E et E’ du plan des u et des 9, ayant la mème structure que 


A et A’; de plus, 
Xy= f(u+a,v+a'), 


“Y¥,= g(u+a,v+a’). 


a 
On démontrera enfin, comme dans le cas d’une seule variable, l’exis- 
tence de domaines dans lesquels il y a convergence vers l'origine aussi 
bien des antécédents que des conséquents d’un point. - 


Nous allons donner maintenant la démonstration d'un lemme de la 
théorie des fonctions analytiques de deux variables, que nous avons 
utilisé plus haut et qui est extension d’une propriété bien connue 
des fonctions d'une variable. Nous supposons queles fonctions F (a, y), 
G (a, y), holomorphes dans le domaine du point (o, 0), nulles en ce 
point et de déterminant fonctionnel non nul, sont respectivement les 
limites des deux suites de fonctions holomorphes F, (x, y), G, (2, ÿ) 
qui convergent uniformément dans le domaine D défini par 


IelSR, . |y|SR’ 
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D(F, © 
D(x 
rente de zéro à rf origine et méme dans D (rétréci s "il le faut). 

Les fonctions F, (0, y) tendant uniformément pour |y| < R’ vers 
F (o, y), qui n'est pas une constante puisque sa dérivée n’est pas nulle 
pour y = 0, il est connu que le point y = 0, zéro de la fonction F (0, y) 
par hypothèse, est limite de zéros des fonctions F, (0, y) et de toute 
suite infinie de fonctions qu’on en peutextraire, autrement dit on aura 


Comme n’est pas nul à Hs on peut supposer 5 diflé- 


eo rs F,, (0, Ae) =O} 


ott i | | 
In | tendant vers zéro ave x Je dis qu'on peut trouver deux nombres 


“petp” (CE £R, p’ SR’), tels que, pour |a| <p, l'équation en y, 


Fa(@, y) = 0, 


ait une racine et une seule de module < 9’, fonction analytique de a 
Pepae! la valeur 4, pone B= 0. oe équation pete pou en effet 
SCIE TE 

FF; y) = Fn (0, y)] a LE, Co, 1,0 En Lae Qi yO: 


- Le premier crochet tendant uniformément vers 


he Far it, n={ eae 


sera, pou n Sy, inférieur } ARR BSA Serie 


see! 


5 x ork t 
si l on- appelle K le module maximum de — dans D. 


na deuxiéme crochet tendant initonmearsnt vers 


Ra ieee a 5 0F\. 
S - ray F ; SS iets SE 
a PARTS te 7) J >) is | 


ce pour laquelle J=0"est un zéro “Simple, puisque (7 =). Lo, sera 


‘pour ly = 9’ supérieur en module à 


K'p'—e, 


eS SMEAR EN Fh a aes a Sh 
K étant par exemple (a), | si 9” ey soe anen choisi; € est 
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aussi petit qu'on le veut pour À suffisament grand; p’ étant choisi, Si 
l'on prend o de manière que 


e + Ko <K'p —e, 


K'p'— 3e 
ARS à 


- , . I : 7 . 
et o SR, ce qui est possible quand e ou > sont assez petits, l'équation 


en y, 
F,(x, y)=0, 
< bre de racines dans | le |y|< 
aura, pour |æ|£p, le même nombre de racines dans le cercle |y|=¢ 


que l’équation 
F,(0,:7) =: 


Cette dernière ayant d’ailleurs la seule racine simple y =, dans le 
cercle considéré du plan desy, comme on le voit facilement, F, (a, ÿ) 
admettra la racine simple | 

YF Pn(Z) 


exprimable, comme on le sait, par une intégrale définie, et fonction 

continue et monogène de æ se réduisant à 9, pour æ = 0. Je dis que 

2, (x) tend vers la fonction implicite, nulle pour æ = o, définie par 
RCE = 0 


Pour le démontrer rapidement, on peut remarquer que les fonctions 
$n(#) régulières pour |a|<p et bornées dans leurensemble (inférieures 
en module à p’ et à R’) forment, au sens de M. Montel, une famille 
normale dans ce cercle du plan des x; et qué de toute suite infinie dé 
ces fonctions on en peut extraire une autre qui converge uniformé- 
ment vers une fonction limite régulière 9 (a). Comme on a 


Ea, Pn(æ)]= 0 


par définition; que d'autre part F,(æ, y) converge uniformé- 
ment vers F(x, y) pour [æ|£p,|y|£p'; et qu’enfin &, (x), pour la 
suite considérée de valeurs de n, tend uniformément vers p(æx), 
on en conclut 


R[2,.o(z)|= 0. 
D'ailleurs re 


p(o)—0o 


_ FONCTIONNELLES $41 à 0 \ 
Lee ee 4 x a Bs = Tre A 4 # sors Kes > pou ‘ 
os ; vee . 


_ Done toutes les fon 
Paden. ae Posy Ss 
: de x, nulie en æ 


tions limites coincident avec la fonction implicite == 
o, obtenue en annulant F(x, y), ce qui démontre ~ 


Ni 
PL 


reassertion. 


\ ‘ 4 


Regi elant, lesion cio. fyiige: nee 8 ke PR aR D 


BN eee GEN ee wae eae: 


EVER fs 


Gale, eut 


TONER Pan 


r 


AMAR Le i SRE oe 
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est limite des points de rencontre des courbes 
F,(æ y) =9, EB es a by 


La démonstration suppose que le point d’intersection considéré est 
un point simple de l’une des courbes. Le déterminant fonctionnel peut 
s’annuler en ce point mais les deux courbes n’y doivent pas avoir une 
branche commune. 


Nous verrons dans la seconde partie de ce Mémoire consacré à 
l’étude de certaines classes de substitutions biuniformes ou biration- 
nelles que les équations fonctionnelles correspondantes permettent 
de définir des fonctions uniformes possédant des propriétés remar- 
quables et parfois assez inattendues, sur lesquelles Poincaré a le 
premier attiré l'attention dans son Mémoire « Sur une classe nouvelle 
de transcendantes uniformes ». Mais les difficultés deviennent telles 
lorsqu'on ne se borne plus à l'étude de ces fonctions dans le voisi- 
nage d’un point double que nous devrons nous borner à établir 
seulement quelques propriétés de ces fonctions, sans pouvoir, même 
dans les cas les plus simples, obtenir des résultats aussi précis que 
ceux que nous avons obtenus dans l’étude des substitutions ration- 
nelles d’une seule variable. 


NOTE SUR LES CLASSES COMPLETES 


Par M. Maurice FRÉCHET 


1° Existence de classes (®) non complètes. — Dans mon mémoire 
«Sur les ensembles abstraits » publié dans le volume 38, 1921, de ce 
périodique, j Javais posé à la page 341 la question suivante : Existe-t-il 
des classes (®) non complètes? Dès le mois d’avril 1922, M. le Pro- 
fesseur Chittenden a bien voulu me communiquer un exemple d’une 
telle classe. On lira plus loin une traduction d’un extrait de la lettre 
où il établissait un théorème général d’où découle aisément |’ existence 


ee annoncée (! ). D'ailleurs, M. le Professeur Sierpinski arrivait directe- 


ans distance de deux nombres ee est | 


sennt au même exemple un peu plus tard. Et enfin la lettre de 
M. Chittenden m’ayant donné l’occasion de me reporter à à mon mémoire, 

ee ai pu constater qu’il contenait un théorème qui fournit immédiate - 
ment, par le même exemple, la preuve de l'existence de classes ® non 
complètes. On trouve en effet à la page 355 de mon mémoire l'énoncé — 

suivant : «Si E est un ensemble parfait quelconque appartenant à une 
classe (®) complète, E n’est pas dénombrable. » Il en résulte que si 
l’on peut former un exemple d’une classe (@) dénombrable et parfaite, . 
on aura en même temps obtenu un exemple d’une classe (®) non 
complète. Or, un tel exemple s'offre immédiatement — celui qu'ont 
signalé indépendamment MM. Chittenden et Sierpinski —. Il suffit de 
considérer les nombres Hier comme formant une classe où la 


PP Etes PE et où la limite est définie 


comme d’ ordinaire. 


8) L'énoncé de ce HétiÈmS, que j'e ‘avais is indiqué dans es Comptes bent du 9 avril 
| 1923, doit être rectifié” conformément à l'extrait de lettre He 
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2° Rectification. — Dans mon mémoire cité ci-dessus, il y a lieu de 
rectifier comme suit le dernier paragraphe du n° 25 [| « Propriétés des 
classes (H) » à la page 368 | : | 


« Dans une classe (H) — et même dans une classe (V) — le noyau 
d’un ensemble E contient la somme H des ensembles K denses en eux- 
mêmes et contenus dans E, s’il en existe. D'ailleurs le dérivé de H 
contient, d’après 1°, les dérivés des ensembles K et, par suite, ces 
ensembles eux-mêmes. H est donc un ensemble dense en soi et 
contenu dans E et il contient tous les ensembles K : c’est ce qu’on 
exprime en disant que H est le plus grand des ensembles K. » 


SUR LES ENSEMBLES ABSTRAITS 
Par M. E.-W. CHITTENDEN 


‘ 


(Extrait d’une lettre à M. Fréchet, avril 1942) 


«..... Ala page 342 du volume 38 des Ann. Ec. Norm. Sup., vous 
vous demandez s’il existe des classes (®) non complètes. L'analyse 
suivante établit une propriété des classes (®) complètes qui permet 
de former facilement des exemples de classes (®) non complètes. 


TaéorÈme. — Soit C un ensemble dense en lui-méme d’ éléments d’une 
classe (®) complète. Tout voisinage d'éléments de (®), d'un élément P 
de C contient un ensemble ayant la puissance du continu. 


_ Soit P un élément quelconque de C; P n'étant pas isolé, il existe 
dans tout voisinage V de P, un élément P, de Cintérieur à ce voisinage ; 
| soit a —(P; Pi) la « distance » » de P, et P,. Il existe des voisinages 


nr de Po Atle de P, dont les raÿons égaux à a, sont inférieurs à — = doy 


voisinages qui sont contenus dahs V et sans élément commun. we 
les mêmes raisons, le voisinage V; ee =o où 1) contient des éléments 
de C, distinets, P, =P; et P, qui, à leur tour, définissent des voisi- 


+ ache à El ; A Démon : 
nages V;; de rayon a, <a <j do En continuant ainsi, nous obtenons 
- au #*"° stade un ensemble de 2* voisinages - 


v, 


this oon GE 


Hire o ow 1)” 
1 4 © hy 7 


' I a 
voisinages dont les rayons sont ax < 354. 


CET tk, 


des éléments Pro 


Par construction ces of voisinages De One aucun | ‘élément commun. 
vanne Le Worms 6» XLI. — Mat 1924 De eS 19 
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De plus, si. P est un élément 


P 


PAU ET 1» tkep? 


alors P appartient à V;, ..; et 


tk 


GP; Pointy) ee ; 

Soit maintenant 0, its, +++, 4x, . la représentation dans le sys- 
tème binaire d’un nombre x de l’intervalle o, 1; faisons correspondre 
à æ la suite d'éléments de C | 


OR O;: SAME 
Opes Pie 


Cette suite satisfait à la condition de Cauchy, puisque 
à I 
(Qe, Qs) < 00; 


la classe (@) étant complète cette suite est convergente vers un élément 
de (®) qu'on pourra appeler P,.. 

Si deux telles suites correspondent à deux nombres æ différents, 
ces suites sont à partir d’un certain rang respectivement situées dans 
deux voisinages disjoints et par suite les éléments limites P, corres- 
pondants sont distincts. Done l’ensemble des P, qui est contenu dans V 
a la puissance du continu. 

Soit R.la classe constituée par les nombres rationnels compris dans 
l'intervalle (o, 1) et où les éléments d’accumulation d’un ensemble 
sont les éléments + de R dont la distance |a — a’| au sens ordinaire a 
un élément a’ de l'ensemble et pour limite inférieure zéro. La classe 
(R) fournit un exemple d’une classe (®) non complète. Autrement 
dit dans cette classe (®), il est impossible en vertu du théorème pré- 
cédent de choisir une définition de la distance ne changeant pas la 
définition des éléments d’accumulation dans cette Le et pour 


laquelle la ers bien connue de Cauchy ne sui firait Pee à assurer 
la convergence. » 


SYSTÈME LINÉAIRE 


DE 


COURBES ALGÉBRIQUES DE DEGRÉ DONNÉ 


ADMETTANT UN GROUPE DONNÉ DE POINTS BASES 


Par M. Berrrann GAMBIER \ 


INTRODUCTION. 


1. Les géomètres i de ont étudié en détail les séries de groupes 
de points variables découpées sur une courbe algébrique donnée par 


. des courbes algébriques variables. MM. Picard et Simart ont résumé 
ces recherches dans leur ouvrage classique : Théorie des fonctions 


algébriques de deux variables indépendantes, au début du tome 2. 
J'étudie ici un problème en quelque sorte inverse : déterminer les 

courbes algébriques diverses, mais de même degré m, passant par un 

groupe donné de points. Les courbes C,, obtenues forment un système 


linéaire; le groupe des H points donnés est dit : normal pour le degré m 

_ si la dimension de ce système linéaire est celle qui résulte de la compa- 
raison du nombre d’inconnues et d’ équations; ; CRÉES fe degrém 
si la dimension est supérieure. J'indique : > | 


pila construction de tous les groupes ne poms anormaux pour un. 


degré m donné ; 3 
2° Le moyen de séparer les 5 points surabondanis des H — 5 points 


hr 


. 3° H—s—z points Seulement, parmi les H—s points fondamen- 
taux, peuvent être marqués a priori sur le plan; les s + ¢ points com- 
plémentaires peuvent, ou admettre un nombre fini de configurations, 


une involution I{,, simple ou composée. 


restants, du moins en général. ¢ 
_ En 1886 (Math. Annalen, t. 26), Bacharach remarque que la demons: ae 
tration de Cayley, basée sur un simple dénombrement de constantes, 
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ou-décrire un lieu géométrique algébrique sur lequel ils décrivent 


. Il y a environ cent ans, Cramer a cité le groupe anormal des 
m° ae communs à deux courbes C,, et C,.; aussitôt après lui, : 


Pliicker et Jacobi ont complété cette étude; en 1843, Cayley (Cam- 


bridge Math. Journal, vol, 3) étudie les mn points communs à deux 
courbes C,, et C, et montre que si 


| Sony UM BU 
gznzm,  qgém+n—3, PER aie ie 


L 


F 
toute courbe C, contenant mn —Ù points du groupe contient fad 3 


prête à des objections sérieuses, bien que la proposition soit générale. : 


Au fond tout revient a Mao que l'on ne peut pas toujours choisir 4 


au hasard les à points surabondants. Au tome 30 (1887) des Math. 


_ Annalen, Cayley répond à quelques critiques de Bacharach. Mais ce 


sont les définitions et propriétés développées en Italie qui permettent 
de faire une théorie simple et précise du problème posé ici; au tome 3, 
volume 3, de l'Encyclopédie des Sciences mathématiques (édition alle- ë 
mande), M. Berzolari donne un historique complet de cette question, | 


3. Je me bere au cas où les H points LAN tous distincts, 
donc simples à la fois sur chaque courbe et dans l’interseétion. Je — 
n'emprunte guère à la théorie des séries algébriques de points surune 
courbe que la notion de série linéaire, spéciale ou non spéciale. Je me: 


. sers systématiquement du théoréme du reste de Brill et Noether ou de la 
théorie de la résiduation de Sylvester (voir Picanp et Simarr, loc. cit., 
p. 15 et suiv., ou encore un article de M. Lebesgue sur les RE à 


de Poncelet, Annales de Toulouse, 1922, et un ‘article complémentaire — 
du méme auteur aux Annales de Toulouse 1923). J'adopte la forme 
suivante du théorème du reste, qui est celle de MM, Picard et Simart 


légèrement modifiée : | 


Une C,, donnée, qui à ou non \ des points multiples, est. coupée par a 


, 
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une C, n> Sumplement assujettie à ne conténir aucun point multiple de C,, 
et à la couper en mn points distincts ; les points communs sont partagés 
en deux groupes P et Q; deux courbes de degré »,, n, respectivement, 
assujeilies aux mêmes restrictions que C,, sont issues des groupes P et Q 
respectivement et découpent sur C,, deux nouveaux groupes, Q’ et 
P’ respectivement. Les points P’ et Q' sont sur une méme courbe 
d'ordre N ne contenant aucun point multiple de Cm, avec la relation 
RENZR, + Ay. | 
Dans d’autres questions, telles que l’étude des ur abéliennes, 
on considère exclusivement les adjointes de C,,3. tei jexclus’ les 
adjointes et même les courbes qui contiendraient, à quelque degré 
de multiplicité que ce soit, un ou plusieurs points multiples de C. 
La démonstration de la propriété ainsi modifiée est la même. 
= P admet pour résiduels soit le groupe Q, soit le groupe Q’. Les 
groupes Q,.0’ sont corésiduels; avec le langage de la résiduation, le 
théorème du reste revient à dire : deux groupes de points ayant un 
résiduel commun, tout résiduel de l'un est aussi résiduel de l'autre. 

. La proposition de Sylvester est la suivante : si parmi les mn points 
(Gn, C,), mp (p Ln) forment l'intersection complète de C,, et d’une 
C,, les m(n — p) restants sont l'intersection complète de C,, et d’une 


# ts Cette proposition rentre dans la précédente si l’on regarde 


l'intersection complète de C,, avec une autre courbe algébrique cc comme 
un groupe admettant un résiduel de zéro point. 


ALE J° utilise souvent ainsi la théorie des équations linéaires et homo- 
gènes : 

m équations linéaires et homogènes à à m + pi inconnues ont {oujours 
~ des solutions, non toutes nulles; la solution générale dépend de p + A 

arbitraires homogènes, où 4 est un entier (m2 20) caractéristique du 
système. Si À n’est pas nul, il est essentiel de choisir avec éact les 


Rem h équations distinctes auxquelles se réduisent les équations don- 


au hasard. 


nées ou les À surabondantes. L’ objet « de ce mémoire est précisément 
l’étude du cas où les h ion à ener ne peuvent être choisies 


Î 


Si E (nombre d'équations) atteint ou surpasse I Pointe d'incon- 
nues), ¢ en général IF sème est incompatible ; mais 1’ existence d'un 


4 
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système de solutions implique l'existence d’une in/inité de solutions : 
la solution générale dépend alors de # arbitraires homogènes 
(kentier2 1) et le système se réduit à I — & équations choisies avec tact. 
Cet énoncé, donné pour E — 120, subsiste d’ailleurs pour EH — 1< 0. 

Lartifice bien simple, qui suit, suffit en général pour éviter l’emploi 
de matrices et déterminants, Supposons connue, par un procédé quel- 
conque, une solution à p paramètres homogènes arbitraires (p21) du 
système en question (E21) : le système est compatible, maisil s’agit 
de savoir si la solution connue est ou non la solution générale : autre- 
ment dit la solution générale dépend de p + g arbitraires homogènes, 
où g est un entierZo, à déterminer. Supposons qu'en adjoignantp — 1 
nouvelles équations linéaires et homogènes aux E proposées, les 
équations nouvelles étant inspirées par telles considérations que lon 
peut imaginer, nous sachions cette fois trouver la solution générale 
des E+ p — 1 équations totales, avec & paramètres homogènes. Ona 


nécessairement 
i q+1+ Qi; 


où g, est un nouyel entier 20 qui peut Breas du système complé- 
mentaire de p — 1 équations, tandis que g n’en dépend pas: 

= Si done Æ = 1, on peut affirmer g =o et il a donc suffi de cette 
unique expérience pour affirmer que la solution connue a priort est la 
solution générale; si & surpasse l’unité, on peut simplement écrire 


0=q=k—1. 


CHAPITRE I. 


GROUPES ANORMAUX POUR LE DEGRÉ m. ETUDE DES 7? POINTS COMMUNS 


A DEUX counses C, C),, DÉCOMPOSABLES OÙ NON, MAIS SANS PARTIR 
COMMUNE. 


1. Propositions de Cramer et Cayley. — Il est nécessaire de donner à 
ces propositions une forme précise telle que la suivante : 


Cramer : parmi les m* points, supposés distincts, communs à deux 
3 12 68 | : : . 
courbes C,, C,, décomposables ou non, mais sans partie commune, 
3 ¢ 


ab STE ee owe: On 0 
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il existe, {oujours et sans exception, au moins un groupe de LICE RES 
2 


points convenablement choisis tels que toute courbe C,, les contenant 


(m—1)(m— 2) 


contienne aussi les restants. 


| Cayley : soit 


m—+n—g —1)(m+n—q—2) 


Gam, gin, gqim+n—3, =! 2 


Parmi les mn points, supposés distincts, communs à deux 
courbés C,,,, CG; décomposables ou non, mais sans partie commune il 
existe toujours et sans exceplion au moins un groupe de mn — à points 
tels que toute courbe C, les contenant contienne aussi les à restants. 

Pour m = n et g = m, Cayley et Cramer coincident. yale complé- 
ment suivant à ajouter, soit pour Cramer, soit pour Cayley : 


En général on peut choisir les à points surabondants au hasard; 
dans certains cas particuliers, qu’il s'agit de préciser, une courbe C, peut 


contenir soit mn — 6 points, soit même mn — 6 + À points convena- 


blement choisis, sans contenir les 0’ ou à = À points complémentaires. 
Cela va être ihe at 2 SR | 


# 
ve ‘ 


2. Peril communs à deux courbes C,, el C,,. — Deux courbes C,, 


Ci, sans partie une HAE m° * points distincts communs, je pose 
É le problème classique :. 


Te Faire passer une courbe de + m par les m° poinis communs à 
Ch et C, », et le résous par une méthode, que je crois originale, basée 
sur la Seule proposition que deux courbes de degré m ne peuvent avoir 


; plus de m paints communs SANS coincider ou avoir une partie commune. 


Je: suppose bien entendu m23 de façon que > MT, Le pro- 


-blème n est ie impossible, car r “equation 


+ 


en livre une solution à deux paramètres homogènes ; je veux montrer 


que c'est une solution générale; F Le (1) n’admet pas de facteur 


; de décomposition cut de Si car Cm et Oe n’ont pas de pee 


a 
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, À >! . - | 
commun. Il en résulte done que, pour = quelconque, (1) est indécom- 


posable : dire le contraire reviendrait à décomposer le premier membre 
de (1) en p facteurs (p22) dépendant chacun algébriquement du 


À : 
rapport —; on aurait donc 
J. 


a a 4 Vv > à 
Gn =)"; Cn=y?, 


5 , NN . : 
où y et y’ seraient des polynomes de degré AA alors chaque point 
commun à C, et C), compterait au moins pour p?, cas écarté. Soient 
done F une courbe indécomposable du faisceau (1) et M un point 
déterminé de F. 

J'applique Vartifice de la fin de l'introduction ; nous avons E = m* 
; : Pasties À : (m+1)(m+o2) 
équations linéaires et homogènes par rapport aux [| = —— 
coefficients de l'équation ponctuelle de la courbe inconnue; adjoignons 
l’unique équation obtenue en imposant-encore le point M : I est 
solution, et c’est la seule, puisque F est ëndécomposable : donc (1) est 
bien l'équation générale répondant au problème posé au début du para- 


, m(m +3) 
‘3 2 


graphe. Les m? équations se réduisent bien — 1 choisies 


. avec tact où au hasard suivant le cas. ‘ 


3. Systèmes de H points, pour H = m? ou H > m°. — Marquons dans 
un plan vierge m? points et cherchons les C,, éventuelles qui y passent ; 
il y a quatre cas possibles de complexité croissante : 


1° Impossibilité; c’est le cas général. 
2° Une seule C,, (on suppose toujours m23); cette courbe C,, peut 
d’ailleurs être ou non décomposable. Il y a parmi les m? points donnés 


m(m+3)_.. Rod eg ge te ss RS ; 
7 = Ponts convenablement choisis déterminant une C,, unique, 


m(m—3) 


qui passe par les restants. 


3° Deux courbes C,, et C;, linéairement indépendante : nous ren- 
trons dans le cas étudié au paragraphe précédent, si du moins C, et 
C,, n’ont pas de partie commune; la courbe générale du faisceau. 
On + AC, = 0 ne peut se décomposer que si C,, et C,, ont une partie 
‘commune. | | | 


Snack 
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4° Les m’équationsobtenues ont une matrice de rang m aE ee sod 
avec À entier= 2; on trouve alors x" courbes d’équation ie 
Q) Bh it ents (oe se qu rs, 
où les À sont des constantes arbitraires et les Cy, des polynomes linéai- 


rement indépendants : : ces polynomes ont nécessairement un facteur 
commun, sinon C,, et Ci), par exemple, n'auraient. pas de facteur 


| commun et l'équation générale serait simplement 


AC: LAC 0. 


Mais alors deux courbes du système (1), soient I’ et I’, ayant une 
partie commune, laissons I fixe et faisons varier I” d’une façon conti- 
nue : la partie commune, où bien reste fixe ou bien varie d’une façon 
continue ; le dernier cas esi impossible, car I’ ne peut admettre une 
infinité de morceaux de décomposition ; done dans (1), tous les C 


ont bien le même facteur commun. : 


En supposant H=m’* +k, avec £21, on retrouve les quatre cas, 


mais si 3° ou 4° se trouvent réalisés, ilya nécessairement une partie 
de décomposition commune à tout le système linéaire. 


~ 


a ; k ne + j ‘ à 

4. Groupes normaux ou anormaux, complets ou incomplets. Cas où 
toutes les courbes du système ont une partie commune. — Un groupe de 
H points est normal ou anormal pour le degré m Suivant que les H 


_ équations: obtenues en ve ces H points à une C,, sont distinctes 
ou se réduisent aH—s: remarquons en passant que, si H surpasse 


AE m(ne +3) 


, le cas où H — s surpasserait aussi ne donnerait 


à aucune Corl on doit alors regarder le systéme comme normal; cela 
revient à sous-entendre, en Bar de systèmes anormaux, qu ‘il y à 


+ 3 
au moins. une Cy passant par. les” points, done H— ss SN Le 


| nombre: s est la surabondance; les H — s points eo ae aux 
équations distinctes sont les points fondamentaux ; une C,, les conte- 


nant contient automatiquement les s points surabondants; il peut 
arriver qu’ ‘elle contienne encore s’ points fixes nouveaux; sis’ est nul, 


les H points forment un groupe anol mal complet ies le oer m, de 


Ann. Ec. Norm. + @) XLL — Mar PRE ; ee 20 


un groupe de 


C,; en aA ee AULD et non douze, en tenant compte de ce point virtuel. 
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surabondance s; si s’ n’est pas nul, le groupe est anormal incomplet = 3 


pour le degré m, de surabondance s; mais il y a lieu de considérer sur- _ 


tout le groupe des H+’ points, obtenus en ajoutant les s points gee 
virtuels. Un groupe anormal, complet ou non, peut, par suppression 

de 1,2 RATE amd points : surabondants étre transformé en groupe anor- 

mal a de surabondance s —1,s — 2,...,1;en supprimant les: 7 

s points surabondants, on a le groupe normal incomplet des H—s 
points fondamentaux, La notion de groupe normal complet est intuitive. Fe 


5. Donc si H> mim), le groupe est normal s'il n’y a aucune à 
C,, les contenant; pour qu'il soit anormal et ne définisse qu une Cn, il 


cite + 3) 


faut effectivement que H> et ane les points comprennent. 


1 + 3 
(mer points définissant une seule C,, contenant tous 


les autres points. Cette unique C,, peut étre ou non décomposable; HSE 
faut remarquer d’ailleurs que l’obligation de décomposition peut n'être +: 
pas évidente a priort et ne le devenir qu’en adjoignant au groupe 
donné un nombre suffisant de points virtuels. Ainsi pour m= 4, neuf HER 
points pris sur une conique C, et cing points arbitraires hors de CETTE 
donnent une, seule quartique ‘évidemment décomposée en C, et Ae Æ RE. 
conique circonscrite aux cinq derniers; mais douze points pris arbi- ose Jae 
trairement sur une cubique C, donnée et deux points pris au hasarden 
dehors de ia cubique déterminant une C, unique, composée de C, et eae 
de la droite joignant les deux derniers points; cela tient à ce que onze er Fem: 


points pris sur C, obligent toute C, les contenant à contenirencoreun 
nouveau point de C,, de sorte qu'ici la C, inconnue coupe en réalité ee oa 


6: Il reste done à étudier le cas où le groupe des H points re 


et définit au moins deux fo linéairement indépendantes, que is soit — A. 


ee +8): 


d’ailleurs supérieur ou inférieur à ya un cas à extraire. LENS 7 


immédiatement, c'est celui où toutes les Cn ont une ‘partie de décompo- noe aa 
sutton commune; cette obligation de décomposition peut être plus ou ; 


‘moins facile à apercevoir, et il est bon, comme un peu, plus haut, a aa 


d’ étudier un peu plus en détail cette circonstance. 
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Or 


Un cas assez facile à mettre en évidence est celui où les H points 


p(p + 3) 


Seas pl * eee x : 
renferment points définissant une C, unique (p<m) et 


où cefte C, contient encore un ensemble de points complémen- 
taires du groupe, le total ainsi obtenu dépassant soit mp, soit 


(p—1)(p — 2) . PEUR 
AED: = simplement (avec quelques restrictions dans ce 


cas; j’anticipe un peu ici sur les résultats ultérieurs). La courbe Ge 
fait alors partie de toutes les CA et nous sommes ramenés à un pro- 
blème de même espèce pour le degré m — p au lieu de m: trouver une 
Cys: _p contenant les points de H non situés sur la C p trouvée ; ces points 
peuvent former un groupe normal ou En 0Gr le degré m — p. 


Ainsi huit points d’une conique C, et un neuvième point pris hors de _ 


C, forment un groupe anormal pour le degré 3 et de surabondance 1, 
mais le neuvième pot; à lui seul, fie un Braye: normal pour le 


degré 1. 


Un cas de décomposition forcée plus difficile a apercevoir est par 
exemple le suivant : en général le total fermé par mp points communs 
à deux courbes C,, el C, connues (m >p) et par unsystème anormal 
complet ou incomplet eue au degré m—p fournit des courbes de 
degré m toutes décomposables, €, étant commune à toutes. | 

Pour démontrer cette proposition, je donne un lemme : je prends 
d’abord le total formé par mp points Q,, Q,, ..., Q,,, communs à une 


C, et C, connues et par un système de points P,, P, ..., P; cette fois. 


normal Ceouiplet’ ou incomplet) pour le degré m—p; la courbe C, ne 


. contient par hypothèse aucun des points P. Les points P définissent 
donc un système Dia sf de courbes Cp avec 


_(m—p)(m=p +3) 
AE 


"= SR | | ! 


z 


ve vais montrer que les eee Pe) atl total définissent un systéme 


linéaire ++! de courbes C,,. En effet l'équation d'une courbe de. 
; degré n m contenant les Q est de la forme 


(2) ; ey: C,[Aam peas pry je] + Kno, 


ol le multiplicateur de. C, est le polynome iG degré m — ple ee général 


en x et y es sur les ac ultérieurs). En exprimant que — 
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P,,P,..., P, appartiennent à la courbe (1), nous avons À équations 
linéaires et homogènes en A, B, ...,L, A, contenant un déterminant 
d'ordre A non nul: car faire À =o dans ce système donne les équa- 
tions précises relatives aux C, , contenant P,, P,, ..., Pa. Done la 
solution du système obtenu contient bien une nitorte de plus, à 
savoir À, que le système obtenu en faisant À =o. Le lemme est donc 
établi. 

Revenons done à la proposition annoncée : on a un système 
P,,P,,..., Pas Preis .., Pres anormal (complet ou incomplet) de 
surabondance s pour le degré m — p, les A premiers étant les points 
fondamentaux; si les courbes de degré m contenant les P devaient 
obligatoirement se décomposer, la proposition serait immédiate. Il 
suffit donc de prendre le cas où existe au moins une courbe de degré m, 
soit I’, indécomposable contenant tous les P; anticipant sur les 


résultats ultérieurs, observons que les P sont, pour le degré m, ou un 


groupe normal ou un groupe anormal de surabondance, inférieure, 
sans égalité, à s; pour comprendre tous les cas, représentons par 
s— s’ la surabondance des P pour le degré m, s’ est un entier tel que 
o <s’<s; il y a donc des courbes indécomposables de degré m conte- 
nant P,, P,,...; P, sans contenir tous les autres points P; on peut les 
classer en séries diverses suivant qu'elles contiennent exactement la 

totalité ou 0, 1,2, ...,s— 1 points du groupe P,,,,..., P,,,etilya 
bien s’+ 1 séries effectives; la définition des’ revient à dire qu’une 
courbe de degré m contenant outre P,, Py, ..., P, encore s’ points du 
groupe P,,,,.--, Pass contient automatiquement les s — s’ restants et 
F,, est l'une d’elles; j'appelle lune courbe contenant P,, ..., P, et 


au plus s’— 1 points du groupe P,,,,---, P;,,,. Nous savons qu'il y a 
effectivement des courbes F, et I’). 


Prenons maintenant une courbe C, arbitraire, associée d'abord à une 


courbe,T;,, et soit Q,. Qi; Om les points communs; d’après le 
lemme l'équation générale dle courbes de degré m contenant les Q’ et 
Pie; thy St 


(2) C,| Ay vom =}! SN hs Ca Oe pe svt A+: mp | me À Fa — 0, 
TAPER 6 PA, ble 


PR D Let RU he sont les (A+ 1) courbes linéairement indé- 
pendantes de degré m — p définies par P,, P,, ..., P, : cela tient à ce 
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ë k Ye" . à . > x 7 a Le £ 
que l’équation (2) contient bien. le nombre # + 3 de paramètres homo- 
gènes indépendants voulu. Ces courbes contiennent automatiquement 
tous les points du groupe complémentaire Pai eee D; POTIOMDrE 


le = AUTRE i 
s —1 au plus, qui sont sur I’’; si l’on exprime que la courbe (2) con- 


tient un des points rebelles i ce groupe, non situé surT/, on trouve 


=o, il y a alors décomposition comme on l’a annoncé a priori. 


Si l’on répète le raisonnement avec une €, arbitraire, maïs avec la 
courbe T, au lieu de V,,, la conclusion io: l'équation (2) repré- 
sente un système ‘+! de courbes n’admettant pas C, comme partie 


commune, contenant les points Q,, Q,,..., Q,, communs a C, et T,, 


et le système P,, P,, ..., P,.; anormal pour le degré m — p. 

_La proposition est de établie : le groupe P,, P.. ..-, Py,, anormal 
pour le degré m — p étant donné, si l’on choisit les PRET Gen Ge 
au Aasard eo au groupe P),ilya décomposition ; on peut 
choisir C, et C, de façon i à éviter la décomposition. 

Le mode de démonstration que j'ai employé évite de considérer des 
matrices et des déterminants extraits de cette matrice et donne en 
même temps le moyen d'obtenir effectivement le cas que l'on peut — 


appeler normal ct ceux que l'on peut appeler ee es 


Donnons un exemple simple; supposons m= 4, p —1. Prenons 


~ donc quatre points (a eb Pas Q,, Q, sur une droite C, et neuf points 
=P ees, ..., P, dont aucun n’est sur C,; si ces neuf points déterminent 
une seule cubique C,, on est dans les conditions du lemme et l’en- 


semble des points P, Q définit un faisceau de quartiques d’équation 


CC + AC, = 0 et aucune de ces courbes (même si elle se décom- 
pose) n’admet C, comme portion si À £ o.Siau contraire P,, P,,..., Py 
sont bases d'un faisceau de cubiques (s =s'=1), les circonstances 
changent : nous allons analyser géométriquement les conditions 
propres à obtenir le cas normal (décomposition) et le cas exceptionnel 


(non décomposition ). Soient C, la cubique du faisceau qui contient Q,, 
C celle qui contient ox en He d’abord Q, et Q, non situés sur è 


| ‘une même cubique avec PA Pop tia Pee On voit ee qu'il ya x 
| quartiques indécomposables ue par P,, P,, ..., Po, Qi, Q, et que, 
grace aux hypotheses faites, elles coupent la droite C, en deux points 
Fr arables se correspondant dans une involution; C, perce C, en deux 


points Ry, R, autres que SES, Cs donne de même S,, S, autres que Qs 


a — 
Ne Phase 
à 1 


*s 


position. —) — 


… * 
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R,, R, est un couple de Vinvolution, S,-et)S; un autre. “Donc out | 
uactiae contenant Q, contient: automatiquement le conjugué Q! de 


_ Q, dans cette involution ; on prend a priori Cs et C, au hasard pour 
définir PIB sce es a C, au hasard (ne ¢ content aucun des P), 
puis Q,, Q, au hacer sur: G00; étant un point ‘commun à ie et C,, 


~Q, un point commun à C, et C, ;dans ces conditions Q, ne coincide = 
a avec Q’, et toute quartique contenant les P etQ, » Qo, Q,.Q, contient — 


Q., doné se décompose nécessairement et C, en fait partie : on trouve 
done l'équation (C, + AC,)C, = 0; le groupe P,Q est d’ailleurs ici 
normal pour le degré 4. Si au contraire on choisit-& dessein Q, coinci- 


dant avec Q’, la Son ne se produit plus, on a une équation — 


(C,+ AC, )C, + uG, = oet le groupe P,,.Q est anormal, de surabon- 


dance 1, pour le degré 4. Dans cet exemple, si Q, et Q, sont sur une, - 


même us C;avec P,,P,,..., Py, toute quartique contenant P,,.. sf 
P, et Q,, Q, perce C, en un nouveau point F fixe, de sorte que siQ,et- 
Q, ne coincident ni l’un ni ‘p autre avec F, on a la décomposition 
(C, + AC,)C, = 0, mais si Q, ou Q, coincide avec Fi on | évite la décom- 

Il suffit de reprendre une PTE A ble en prenant m = Ey 
p=t, c'est-à- dire cing points Pre Q: Q,, Q,, Q; en ligne droite et: 


seize. points P,, ..., P,; communs à deux quartiques C, et C, pour — 


avoir 21 points formant un groupe anormal pour le degré 5, exigeant- 


-en général la décomposition de la quintique en C, et une- quartique du. 


faisceau ; j emceptionnellement la décomposition pourra être évitée, mais _ 


alors la boue pour le degré 5 est devenue 2 et non plus re 


J'indique quelques exemples qui peuvent a priori sembler ne pas” 


rentrer dans la proposition précédente. Cherchons une courbe de — 
: degré 8 contenant les points communs à deux courbes C, et C, données 
cet les points communs à deux courbes C! et C, données; il est clair 
“que C, G, C, est une solution, C, désignant une conique arbitraire : 
ren général c'est la seule solution. Il suffit pour le voir de prendrem=8, 
 p=3,m—p=5. Pour le dégré 5 les 21 points P,, at Pie communs se f 
aC! et C, forment un core anormal de surabondance s= 6: en: 2 
“effet, en général, P,, P,, ..., P,, étant situés sur C! , obligent une quin- a 
tique qui des contient à se décomposer « en C, et une conique arbitraire — 


Use pape pis Par SP forment bien un système normal: incomplet 


& : 4" , 


=. SE Ts à 
pete 


rt 


7 
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pour le degré 5 définissant 20° quintiques d’ équation CC 0;0ona 
donc ce. s =6 et la proposition s'applique; en réal il y a 
ation C, C, G, et la surabondance pour le degré 8 des 45 points 
donnés est 6; pour ‘les configurations Dora des couples (C;, 
Ca), (C,, C,) on pourra éviter la décomposition avec C, et C!, comme 
portions obligatoires, mais la surabondance pour le degré 8 devient 
au moins 7. 

De même une courbe inconnue de degré ro contenant les 56 points 
communs à un couple C;,, C,, donne et lé 30 points communs à un 
couple C;, C, donné doit, dans le cas général, se réduire à 


C;(C;€,+ GC) = 0, 
ou C, et C, sont une sonique et une droite arbitraires, car les 30 points 
coe C,) forment pour le degré 7 (m=10, p = 3) un système anormal 
oe surabondance se i 


7. Nous pouvons done écarter le cas où il existerait o ou 1. courbe Gs 
Ss contenant les H points donnés ou bien où toutes les C,, se décompo- 
seraient avec une partie commune a toutes. 
Dans la suite de ce travail, je n’étudie plus que les groupes anormaux 
complets définissant au moins deux C,, linéairement indépendantes, sans 
partie commune ; d’ ailleurs, si l’on ne trouve que deux C,,, le groupe 
(complet) se réduit aux m? points de base d’un faisceau : nous nous 
bornons donc en réalité au cas où il y à au moins rois Cu linéairement 
indépendantes. | | a | 
Conclusion anne nous sommes ramenés à éfudier la struc- 
ae des m? points communs à deux courbes C,, et Le quelconques de 
degré m et à en extraire tous les Buses anormaux complets qui ie 
EV a a 
Dans le cas désormais écarté où les A eats donnés definissent une 
Sete Ch ou un système. linéaire où toutes les C,, ont une partie com- 
mune fixe C,, on doitconsidérer qu'il y a une infinité de points virtuels ; 
| ‘dans les groupes complets (ou rendus complets) que nous étudierons- 
_ dorénavant, le nombre total des points est fini : cela fait bien com- 
prendre la différence. intrinsèque des deux. uns el explique 


Fm | É 3 eh 1 ) aes 
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pourquoi il fallait esquisser l'étude de la premiere (qui, en réalité, 
nécessite beaucoup d'emprunts à l’étude de la seconde). 


7 bis. Le groupe de H points est donc supposé désormais anormal 
et complet, chaque point étant simple sur chaque C,, et aussi dans 
l'intersection de deux C,, de la famille. Or, la courbe générale d'un 
système linéaire n’a pas de point singulier mobile, done les deux 
courbes C,, et C}, conservées peuvent être supposées dénuées de point 
singulier, done de genre CESR la supposition est commode, 
mais non obligatoire; on peut supposer que les m? — H points complé- 
mentaires communs à (,, et C!, sont simples aussi dans l'intersection, 
car si on laisse C,, fixe, les courbes C’, du système linéaire étudié 
découpent sur C,, une série linéaire de groupes de m? — H points, tous 
variables, puisque les H points forment un groupe complet : done le 
groupe général de la série linéaire en jeu n’admet pas de point singu- 
lier mobile. ; 

Bien entendu si les H points forment un groupe anormal znrcomplet, 
même si les H points du groupe sont distincts, il pourra arriver que 
parmi les s’ points virtuels, un certain nombre soient confondus entre 
eux ou viennent se confondre avec un des H points déjà donnés. C’est 
pour cela que je me borne aux groupes complets, à points tous distincts, 
et que je peux me borner à étudier la structuré des m? points, tous 
simples, communs à deux courbes C,, et C;, que nous pouvons supposer 


mn 


m—1)(m—2) 
2 


indécomposables et de genre toutes deux. 


8. Structure de l'ensemble des m° points (Cm, C,,).— Soient P,, Pa, …., 
_ P,» le$ m? points communs à C,, et C!,; posons 


m9 


_ m(m +3) 1 (m—1)(m—2) 
FA a D NE LION Er 


(1) 


p+ p= m?, 


EI 


Imposons à une courbe inconnue I de degré m la condition de 
contenir successivement P,, P,, ..., P,, P,,,,...danscetordre. Deux cas : 


1° P,, P,,..., P, fournissent s équations indépendantes ; nous savons 
fees a ’ stadt es 
que les 9 suivantes en sont conséquence linéaire. Ilya Cf, façons de 


SYSTÈME LINÉAIRE DE COURBES ALGÉBRIQUES DE DEGRÉ DONNÉ. 101 
séparer 9 points; si C,, et C), n’offrent aucune configuration spéciale, 
toutes ces façons fournissent 0 re 
2° } élant un entier non nul, P,, Ps, ..., Prey fournissent p—A équa- 
tions indépendantes, mais P,_,,, fournit une équation conséquence 
linéaire des précédentes ; done P,, P,,..., P,_, fournissent un groupe 
normal incomplet dont Po est un ri s’il y ena d’autres, 
ils sont forcément compris dans les »° points étudiés et nous effec- 
tuons, si besoin, un changement de numérotage de facon que 
Pere pie Pers Solent tous les Goings vintucls Ona 


ae > 
Dox Saas 


IA 
A 

il 

me) 


Nous verrons même plus bas que l’on a, sans égalité, s < p'. Sur les. 
e’ + h — s points non encore appelés, on ue soit au hasard, soit avec 
tact prélever h points qui joints à P,, Py, ..., P,, Pen le total 

des p équations distinctes : sans ouvrir bene le moment de nouvelle 
subdivision, numérotons de sorte que P,- FÉES Po-nessss re Posy soient 
ces points; les o’ — s points restants sont la conséquence des précé- 
dents.et nous avons réalisé une séparation des m? points en quatre 

… groupes, ce que 1è figure par le schéma, avec parentheses, 


arta oe SERRE na h) + (s, PAS 


Sata dire que les s points indiqués, en tête de la seconde ses 
thèse, sont les points virtuels des p — À points indiqués en tête de la 
première RRÉATERESS Le premier cas est He par le ACheRA 


j 


eli a ee OR Ore 


Le cas ‘normal est que l’on ne puisse obtenir. que le schéma (3): mais: 
un schéma, tel que (2); supposé existant, peut toujours étre ramené a 
la forme 3: il sulttt de prendre d’abord les points 


3 Pie By, oi =e, / Serie - Poinsetr SEES, Poss 


’ 


qui cortegpoitont d ailleurs aux deux groupes places d dans la premiére , 
noue (2). | | ; 
-‘Le-sroupé... ~., 


EE P:, a Po wey “Pons x Pons +.) Po- hts. 
Ann, Ee, Norm., (3), XLI. — Juin 1924. | 


Ore 


1 


\ 


5 indépendantes et, par suite, est de surabondance A pour le degré 


eae ae fo Alu [sh 7 
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donne une séparation que figure un schéma avec crochets 


signifiant que j ‘ai un groupe anormal Job et de honte s pour 


le ndeahe m. Dans les schémas à parenthèse, Vindication du degré est 
cane. puisque la premiere parentheses, donne p par sommation, la 
seconde o’ et les deux réunies m’. | | 


Les sue I, contenant P,, (RE Mg a es un système linéaire | 


de dimension 1 + /, découpent sur Cu une série linéaire de groupes 


de points 85,1. dont tous les points sont variables : cette série est 


done spéciale et © est le résultat fondamental. En effet, il est commode — 
de ARE C, effectivement de genre o’ : la différence (p’ + h — s)— hen 


est o’ — s, où s est un entier = So done la série est spéciale. Riemann- 


Roch apprend que l’excès de 9’ sur p’ —s, autrement dit s, est le 


nombre d’ adjointes d'ordre m — 3 linéairement indépendantes passant 
par un groupe de la série; si l’on suppose Ch dénuée de point multiple, 
les adjointes sont simplement l’ensemble des courbes algébriques; 
_ puisque les courbes de degré m —.3, totalement arbitraires, linéaire- 


= ment indépendantes sont en nombre ¢’, celles qui contiennent un 
groupe de la série sont en nombre inférieur à ap’ el non égal; done, « on 


a, CRE exclue, 


ald 


\ 


et 4 plus, la surabondance pour le aban m d'un groupe ide points 3 


communs à deux courbes Cm, Ci, est le nombre de courbes de degré m — 3 
linéairement indépendantes passant par le reste des points communs aux 
deux courbes. La démonstration faite en supposant le groupe étudié 


complet subsiste méme pour des gren Ds, incomplets : nous le VERTORS 


plus bas. DES : 
La série & ns peut être découpée sur la D UbEe C,, par une aie Yd 


me 


de degré d, 15d<m — 3, possédant sur Cn juste assez de points fi fixes 


pour engendrer un systéme linéaire de dimension h non nulle. 


ree 


Chaque groupe de la série g*._,,_, définit s courbes C,,_, linéairement Fe 


m—3; on a donc ce résultat curieux : déterminer sur une Cn un groupe 


anormal pour le degré m revient a déterminer sur cette Cm un i LV ERA 


ep À 


# 


EU 
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anormal pour le degré m — 3; mais ce dernier groupe, contrairement à 


ceux que nous voulons désormais étudier, peut ne définir qu’uneC,,_ 5, : 


(5 =1), ou ne définir que des courbes C,,_,; toutes” HR il 
peut être incomplet. 


9. Construction de tous. les groupes anormaux > complets pour un degré 
m donné. Tableaux numériques T. — Tragons done une C,,; marquons 
sur elle f points fixes F tels qu’une courbe y, de degré d donné 


| (15d=m — 3) contenant les F dépende de A paramètres non homo- 


genes, h=1; siles courbes yz ont des points fixes virtuels nouveaux, 
situés sur C,,, on les réunit aux points F de sorte que f désigne le 
nombre des points fixes situés effectivement sur C,,; peu importe que 
les yz aient des points virtuels fixes situés hors dé C,. Les courbes y, 
découpent donc sur C,, une série linéaire gi, > à _ points tous va- 
 riables ; soient V, Vy, ... ces groupes; par le groupe V, menons une 
C!, distincte de C,,; yy étant la y; particulière qui a fourni V, et ¥,,—~2 


étant une courbe arbitraire de degré m — d, supposons’même qu'il 
. 0 1 . sr : . 0 « 
existe au moins une C,, non comprise dans l'équation C,, + yo Yn-a= 0; 


… de sorte que cette C!, ne contienne pas vous les points F; il sera avan- 
_lageux que Ja courbe C’, puisse ne contenir aucun point F; mais il 
_ pourra arriver qu’élle contienne soit accidentellement, soit obligatoire- 
_ment, quelques-uns d’entre eux (mais non tous); cette discussion 
revient au fond à discerner si les groupes Vig Mos aa ROTEL complets ou 
incomplets pour le degré m : ceci sera examiné plus tard, mais pour le 


. moment ce n’est pas essentiel. La courbe C,, coupe done C,, en un groupe 


complémentaire de points P, en nombre mim — d)+ f, et ce groupe P 
est anormal complet pour le degré m. Gest la proposition réciproque de 
celle obtenue au paragraphe précédent ; elle résulte de ce que P et F 


ont un résiduel commun V,, donc tous les groupes V, résiduels par 


construction de F, sont résiduels de P et le remplacement de y! par 
a ou de V, par V est indifférent ; _les groupes V forment une série 


gma-» donc le système des courbes de degré m issues. du groupe P est. 


de dimension 1+ A; l’ensemble des m(m—d)+/f points P four- 
nissent done seulement p — À équations linéaires pour le degré m et 
ont pour stirabondance m(m—d)+ f—9 +h, cest- a-dire 

is oy acu te 0 Sieg ys sap md tft he 


é 


‘* 


1” 
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Si 5 est la surabondance (5 > o) du groupe F pour le degré d, on a 


L d(d+3 
(2) h+f= cer) +, 
d’où l’on déduit 
(3) - gq (Se ne a 


Ce nombre s est égal à 1 pour d =m — 3, « =o et supérieur à 1 dans 
tous les autres cas : le groupe P est donc bien surabondant et nous 
voyons même que la surabondance de P reste constante st del s restent 
fixes, le nombre f de points F pouvant varier. 

La construction de tous les groupes anormaux pour le degré m 
exige la solution des problémes préliminaires : 


1° Construction de tous les groupes anormaux (et normaux), com- 
plets et incomplets, pour les degrés 1, 2, ..., m—3; c'est notre 
problème, mais avec une valeur moindre du degré. | 

2° La détérmination de vous les groupes anormaux, complets ou 
incomplets relatifs aux degrés 1, 2, 3, ..:, m — 3 situés sur une C,, 
donnee. 


Çe dernier problème est plus difficile que le premier, mais n’est 


nécessaire que si nous voulons construire Lous les groupes anormaux 


pour le degré m portés par une C,, donnée; s’il s’agit de construire tous 
les groupes anormaux, contenus dans le plan verge, relatifs au 
degré m, le premier suffit : car le groupe F étant construit, on peut 
toujours faire passer une infinité de courbes de degré m par F, 
puisque d < m. 

Dressons, pour chaque valeur de m, un tableau T donnant les 
valeurs simultanées des entiers f, d, h, 5, 53 le tableau relatif à l’entier | 
m exige la construction de ceux qui précèdent, jusqu’à »— 3. Il est 
superflu de signaler le groupe anormal formé par m? points communs 
à Cet C., donc'T n’a besoin d’être dressé que pour m2 4. Quand c est 


nul, je ne l’inscris pas. 
nis & | 


droites ee 10 4 12 2 I 


* a ee = 
=a 5 
et > 
, À 1 
- 
4 
. x. 1 
“ i 


Peet LE ete k 


“> a Pr 


2 
: 
o 
: 
> 


ON DO ONO 


droite. eae eres) 
Le conique... ane eet Ripe 


ks 17 


| tonique... 0 
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© 
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| m=7 | (suite). | 
F, 5. VS P, h. si \ 
3 18 31 6 33 
4 17 32 5 3 
5 16 33 4 3 
6 15 Se 3 3 
7 14 35 2 3 | 
8 13 36 I Su 
9 I 12 37 I 4 
quartique.... 0 28 21 14 Pa 
1 ou 2 : 
x 23 24 11 L 
(fe? 24 ae 10 1 
5 23 26 9 I 
6 22 27 8 I 
7 21 28 7 1 
8 20 29 6 1 
‘ 9 » 19 30 ‘5. I 
10 18 31 4 I 
11 17 32 3 I 
12 . 16 33 2 I 
12 A 16 33 3 2 
13 15 34 I I 
13 1 1) 34 2 2 
14 I 14 35 1 2 
15 2 13 36 I 3 
16 3 12 37 I 4 


Ces tableaux deviennent rapidement considérables; il y a de nom- 
breuses remarques à faire, rendant nécessaire d’aller au moins jus- 
QU'A ER 


10. Remarques diverses sur les tableaux T. -- Le minimum de 
m(m — d)+ f s'obtient pour d =m — 3, f — o, et donne 3m,s=1. 
Un groupe de 3m — 2 points au plus, à condition que m+1ne soient 
pas sur une même droite, 2 m +1 sur une même conique, est toujours 
normal complet pour le degré m; un groupe'de 3m — 1 points, sous les 
mémes restrictions, est toujours el pour le degré m, complet ou 


incomplet suivant que les 3m—1 points ne sont pas ou sont sur une 
même cubique. 


we 
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Le groupe P demande, pour sa construction, trois courbes C,,,. Ya, 
C’,, dans cet ordre; on doz simplifier si, parmi les »* courbes yg issues 
de F, il yen a qui se réduisent : à une courbe Y4_3 issue de F complétée 
par une y; arbitraire (1°0 Ô<d); le groupe V relatif à ya. sys Contient 
tous les points (Cn, Ys), donc les P sont une même C,_; avec tous les 
points autres que F communs à C,, et Y4-3. On utilisera done C,,, Ya_5 
et Cm =. Si la courbe y, se trouve complétement déterminée par les 
f points F, les P sont sur une my tue courbe C,,3; si la courbe yq-s 
engendre un système linéaire oc“, les P définissent un système linéaire 
oo“ de courbes C,,_3 : pour ce degré m— à le groupe P est nécessairement 
anormal et de surabondance supérieure à celle qu’il posséde pour le 
degré m : cela est vrai même pour une unique C,,_5, c’est-à-dire £ = 0; 
, - le groupe P n’est pas nécessairement complet pour le degré m — 8. II 
= peut arriver qu'il y ait plusieurs degrés d — à, d — 6’, ... donnant lieu 
à cette particularité pour le groupe P. 

Ainsi f=o revient à prendre les points communs à une C,,.4 et 
une C,,; 11 y aune Chu unique contenant les P et toute courbe de 
degré intermédiaire entre m — d et m qui contient les P se décompose. 

_en C,.4 et une portion nan du es voulu, à part cela 
_ arbitraire. | ous 

On appliquera ceci sans difficulté pour m quelconque, ds, 
f= 1 ou 2; les points sont déterminés par une C,, et une Cr ayant 
a priort m—1 Où m — 2 points communs connus en ligne droite; on 
a ainsi un exemple où la proposition de Cayley por CASE et, pe 

peut être appliquée qu'avec tact. 
” , Considérons m = 6, d= A RE Si ee F,, F, ne sont pas en ligne 
ee _ droite, les 21 points P sont bases d’un réseau de C,, done surabon- 
. dance 3 pour le degré 5 et 1 pour le degré 6, et il n'existe pas de 

… quartique contenant les P. Si F,, F,, F, sont en ligne droite, les 

RDS points P sont sur une quartique. C, et une seule coupant C, en trois 
points W,,-W,, W, en ligne droite; la surabondance est 7 pour le : 
degré 4, mais les quintiques les contenant se décomposent cette fois 
en C, et une ligne droite arbitraire; les quintiques continuent à à former 

“Lun réseau. 2”. | 

PERTE Considérons 7 NI 6, ips res a 4. Les 22 points P déterminent un 

| faisceau linéaire de RUE ayant trois 1 nouveaux points fixes hors 


at te} à i : ' 
¥ < ; à ‘ ‘ : ss 
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de C,; les 22 points P forment un système complet de surabondance 1 
pour le degré 6, un système incomplet de surabondance 3 pour le 
degré 5; les trois nouveaux points communs 4 toutes les quintiques 
sont en ligne droite et c’est pour cela que C, peut, contrairement a 
la proposition de Cayley appliquée sans précaution, contenir 22 points 
communs à C, et C, sans contenir les trois restants. Ceci suppose que 
sur les quatre points F, il n’y en a pas trois en ligne droite; supposons 
maintenant F,, F,, F, sur une même droite, coupant C, en V,, Vs, V33 
le point F, est supposé distinct de V, V,, Vs; si l'on utilise, au lieu . 
d’une cubique, une conique issue des points F, elle comprend la droite 
F,, F,, F, et une droite arbitraire issue de F,, coupant C, en W,, W,, 
W,, W,, W;. Les 22 points déterminent encore un faisceau de quin- 
tiques, dont les trois points complémentaires d’intersection sont en 
ligne droite : le groupe P dans ce cas est exactement le même que plus ~ 
a mais on a simplement fait passer une C, par ces points et par 
l’un des nouveaux points de base du faisceau de quintiques, de sorte 
qu'elle contient automatiquement les deux restants. En effet V,, Vz, 
V, sont les points communs à toutes les quintiques du faisceau déter- 
miné par les 22 points P. Les 22 points P fournissent le schéma à 
crochets | ‘ 


[21Je+ [1], 
les trois points V,, V,, V, ajoutés aux P donnent 
a [deta 
en ajoutant les cing points W ona 
| Pry adet ie a 8h 
enfin en ajoutant six points quelconques, en ligne droite, de C, ai a 
| (a1, 1, 2, 2) + (4, 3, 3, 4) | 


avec des parenthèses cette fois. 

De ce qui précède résultent des propositions curieuses telles que 
les suivantes : : 

Par trois points V,, V,, V, en ligne droite menons deux courbes 
G; et C',; elles se coupent encore en P, » Pa, ..., P33 par les P menons 
une C, ne contenant ni V,, ni V,, V, ee qui est possible); toute autre 
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C, issue des P coupe C, en 14 points situés sur une même et unique 
CrétE: coupe C, encore en quatre points F,,F,,E,,F,, dont trois ne 


sont pas en ligne droite; quand C' varie, C, varie, mais F,,F,,F,,F, 


ligne. droite. 


ne changent pas. Si par les P on mène une autre quintique du So 
tls, Cy, cette quintique C! perce C, en huit points situés sur une 
même et unique conique ca variant avec C,, mais passant toujours 
aux quatre points F,, F,, F,, F, déjà donnés. Si la courbe C, contient 
l’un des points V, elle contient aussi les deux autres et rien n’est 
changé aux résultats PEAR sauf goes trois des points F sont en 

= spLoneonsidere le cs m6 0 = 3, f= ë les 24 pointsP ne sont 
pas sur une courbe de degré inférieur à 6, si les points F ne sont pas. 
sur une conique; mais si les F sont sur une conique, les 24 P sont sur 
une unique quintique : on a encore un cas critique pour la proposi- 
| tion de Cayley et les degrés 5,6, 6: 


Al. nes anormaux nr groupes anormaux complets à 
structure interne symétrique ou dissymétrique. Les groupes. V doivent 
‘être à points tous variables; si donc les courbes y, issues des points F 


se décomposent nécessairement avec une Rice fixe commune à 


toutes, il suffirait de conserver uniquement la partie mobile. Mais si 
Von n’écartait pas ce-cas de décomposition obligatoire, on obtiendrait 
des groupes anormaux incomplets ; il faut remarquer d’ ailleurs que 
dans une question où interviennent des paramètres, les groupes com- 


“plets obtenus par notre méthode peuvent, pour certaines valeurs 


critiques des paramètres, devenir incomplets. Ainsi soit m —5, d=2, 


= re 2: Prenons ees ae fixes et F, variable sur C; : tant que F, est dis- 


 tinct des trois points Ds Das o, ou F,, F, perce Cs, ona 18 points P 


| formant un groupe anormal complet si F, tend vers 5, la conique 
se décompose nécessairement; les 18 points P limites peuvent se dé- 


terminer en coupant C, par une quartique issue de 9,, oy; pris seuls, 
ils forment un groupe anormal é?complet de surabondance 1 pour lé 


_degré 5; réunis à 9,, 92, un groupe complet de surabondance 3. 


Voici une autre dégénérescence intéressante : soit % = 4, nies i, 
fae, Par un ‘point fixe F de G,, menons une droite y, la coupant en 


A re Va, Ne par WS: V., V; menons une oh elle donne points P de 


Ann. Ec. Norm., 6» XLL.— Jun 1924 -22 


150 BERTRAND GAMBIER: 


surabondance 1 pour le degré 4; tant que C, évite de passer par F, le 
groupe P a une structure interne symétrique : on n’a d equation sura- 
bondante qu'après avoir écrit 12 équations, quel que soit ] ordre. pris 
pour P,, P,,..., P,,. Si C, passe par F, les 13 points P du cas général 
deviennent F et 12 points p,, P:, -.., Pia» Ces derniers pouvant etre 
obtenus par une C, arbitraire : la structure n’est plus symétrique, il 
y a un point surabondant qui n’est jamais le point F. D'une façon géné- 
rale en prenant un groupe P, anormal complet, à structure symétrique, 
définissant »'** courbes C,,, en adjoignant 1, 2, ..., À—1 points quel- 
conques du plan, on obtient de nouveaux groupes complets, tous de 
même surabondance, définissant &#, o%—', ..., 0” courbes C,,, à struc- 
ture interne dissymétrique : sur une C,, quelconque les contenant, il y 
a1,2,..., À — 1 points communs au groupe F et au groupe P('). Ilest 
bien clair qu’il y a avantage à construire tous ces groupes en en déter- 
minant d’abord la portion symétrique; c’est pour cette raison, que. 
certaines lignes du tableau T n’ont pas été remplies ou que d’autres 
sont marquées d’un astérisque (*) : elles correspondent au cas où la 

courbe C’, issue dé V contient, obligatoirement, mais non plus faculta- 
_tivement, üne portion du groupe F ou tout le groupe F; on aurait ainsi 
un groupe anormal complet à structure dissymétrique; iln’eût pas été 
incorrect de remplir la ligne, mais de cette façon on est prévenu que 
le groupe de mêmes caractéristiques à structure symétrique n‘existe 
pas. Ainsi on aurait pu écrire | à : 


| m=6 | 


F. 5. bas Be h. $s. 
cubique....... I Ye at 19 8 


- 


mais la courbe C, contenant-17 points communs à C, et y, contient, 
sans exceplion, le dix-huitième; le groupe P se compose des 18 points 
communs à GC, et une cubique C,, et d’un point complémentaire 
arbitraire. 

Pour m°7, d = 4, il est superflu de remplir les lignes f = 1 ou 2: 
pour f = 3, il est superflu de l'écrire si les trois points fixes ne sont 
Sp ie TES SORTER ROS EE SY CoOL Se RE UAT ONSET EDRs 1ST 


(1) On verra plus bas que l’on peut parfois augmenter la surabondance du groupe de 
départ. 


D 


AA 


SYSTÈME LINÉAIRE DE COURBES ALGÉBRIQUES DE DEGRÉ DONNE. 171 


pas en ligne droite et l’astérisque prévient que l’on doit, pour un 
groupe P symétrique, se borner au cas où By Bas F, sont en ligne 
droite, 


£ d—1)(d—2) 
Donc pour HG et 1 ps IN OP) on conserve, en les marquant 


. d’un astérisque, les lignes ainsi obtenues : on se reporte au tableau T 
pour le degré d et l’on y relève dans la colonne V tous les CHE il 
tels ene 

e(d— 1) (d— 2) 


EME 
2 


Par chaque groupe V ainsi obtenu sur une courbe C, on fait passer 
une courbe C3 sur cette courbe C,, considérons maintenant le groupe 
en jeu comme jouant le rôle F et C, le role de yy. En effet, shit 
Ca, 9 et F les groupes qui au tableau T, pour le degré d, s’appe- 


* laient F et V; soit à le degré de la courbe employée pour découper sur 


Ca ces groupes lue as et iF. Nous pouvons sur cette courbe Cy 
figurer le diagramme | 


ra | DOTE S5 
wie? ASAI Begs ie 


y; est une courbe issue de +, découpant sur C, le groupe F’, corésiduel 


avec F; done F’ et V sont une même C!,, variab’e avec y; de sorte qu'il 


19 


n'y a plus de raison pour que les courbes C’,, issues s de V contiennent 


toutes le groupe F. | 


A ce même point de vue, dans le tableau T relatif à m, à fin de 
a tartielé d pour d~ 3 exige que l’on ait fait le recensement de tous les 
_ groupes anormaux, complets ou incomplets. pour le degré d; il faut 


aussi vérifier si la courbe (C’, ) contenant un groupe she ne doit 


Spas; automatiquement, contenir un ou plusieurs points virtuels: cette 


iB remarque commence à produire son effet a partir de m= 9; ainsi 


hot m= 9, de mee ona, en PERUSE; | 


: ae) 5 o ie 1 h aes 
“-sextique..+. 34 SE, BO en 61 I 9 
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Il n'y a pas à compléter la ligne f = 35, car si une C, contient déjà 
35 points communs à C, et C), elle contient,.sans exception, le dernier. 
De même pour » = 10, d = 7, il n’y a pas à écrire f=47ni f= 43; 
en écrivant / = 46, il faut que les trois points complémentaires du 
faisceau de septiques soient en ligne droite. 

Ces remarques montrent la grande variété d’hypothéses à envisager 
et la nécessité d’avoir étudié tous les groupes relatifs aux degrés 
1,2,...,m— 3 avantde passer au degré m; on voit même que non seule- 
ment on doit posséder les caractéristiques du groupe F pour le degré d, 
et en particulier &, mais encore évaluer le degré minimum des courbes 
algébriques contenant F. 


12. Étude d'un cas particulier: m=10,d=7, f= 28. — J'amorce” 
la discussion d’un cas particulier, afin que nous voyions les propriétés 
cachées que la méthode permet de trouver. 

Puisqu’une sextique dépend de 27 paramètres non homogènes, le 
cas général est celui où les courbes de degré minimum issues des 
28 points F sont de degré 7; il pourra y avoir des courbes de degré 
inférieur : 6, 5, 4, contenant les F sans que toutes les y, se décom- 
posent avec une partie commune; mais une courbe de degré 3 
entrainerait cette décomposition avec partie commune. Suivant la va- 
leur 7, 6, 5, 4 du minimum, il y a quatre cas : A, B, C, D. 

Pour le cas A, minimum 7, le tableau T relatif au degré 7 montre 
que tout groupe anormal, complet ou incomplet, de 28 points pour le: 
degré 7, est toujours sur une courbe de degré inférieur à 7 (en effet, 
27 points fondamentaux au plus, done m=7 avec d= 4, f= 7 ou 
LS Ont 20: I, 2); donc on as —oet 


septique..... 28 0 42 58 


(1) 


Les 58 points P obtenus ne peuvent étre logés sur une courbe algébrique de 
degré inférieur à 10. 

Le cas B, minimum 6, montre qu’il peut y avoir 1, 2, 3 sextiques — 
linéairement indépendantes contenant les 28 points F, car 4 sextiques 


\ 
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-ne pourraient exister que pour m—6, d=1, fF = 0ret-alors ‘il y 
aurait une quintique contenant les F. On a quatre subdivisions B,, By, 
B,, Ba; Ba correspond ? à 28 points F pris au hasard sur une C, donnée ; 
By a 28 points pris sur les 36 points communs à deux courbes C, et 
C, qui n’ont aucune position relative particulière; B, et Bz sont relatifs 
à 5 sextiques, de sorte qu'il faut relever la valeur 1 dans la colonne À 
du tableau T pour m=6; B, correspond à m=6, d=1, f —5, 
28 points seulement étant conservés sur les 31 points bases du réseau 

de sextiques ; B4 correspond à m = 6, d = 2, f=4; avec le tableau T 
pour m— 7 on constate aisément que B,, B;, B. donnent ¢ = o, de 
sorte que le tableau (1 ) subsiste; mais By se retrouve pour m— 7, 
d= 4, f=7 de sorte que o =1, et alors dans le tableau (1) on rem- 
place o par 1, A par 2. Examinons d’un peu plus près les propriétés 

des 58 points P; dans le cas B, il y aune seule C, contenant les P; les 
courbes de degré 10 définies par les P ont une équation de la forme 


(2) C GENE AAA Re CO 0; ; 


où CET Gs, sont les deux courbes C,, Ge. déjà envisagées, C, une 
droite arbitraire, RATE À; six constantes arbitraires; ce système 
découpe sur C, une’série linéaire g, ; le genre de C, étant 28, Riemann- 
Roch apprend qu'il y a une I, et une de contenant les 39 points Q. 
complétant l'intersection de C, et Cy; done, pour la subdivision Ba, | 
nous prenons 22 points arbitraires R qui ne sont pas sur une méme quin- 
| tique et forment un groupe normal pour le degré 6; nous faisons passer 
par les R une C, et une T, se coupant en 32 points complémentaires Q ; 
| Fe Q on mene une Cyo qui coupe C, aux 58 points P réalisant le cas B,. 
Pour te cas By l'énoncé précédent subsiste avec cette seule différence que 
les 22 points R sont sur une quintique C, et une seule et continuent à 
former un groupe normal pour le degre 6. ne 
En effet, pour B,, de même qu’il y a deux courbes C, et C, issues: 
‘des F, il y a deux courbes C, et C issues des 58 points P. On peut 
. done former sur Bs “le: diagramme suivant : 


92R : | ea 320 
ak 105 A Gio : 5 
a3 WG 58P- 
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Ce diagramme résulte de ce qu'il y a une F, et une seule issue des. 


32 Q et que les. 23 W sont des points fives de C, ; il ya done une quin- 
tique et une seule issue des 22 R et contenant les 23 W; on peut dire 
encore : sur une C; donnée prenons 23 points W que!conques (définissant 
une quintique et une seule) : deux courbes C, et Ci, issues du groupe W se 
coupent en 58 points P dutype By. L’équation générale des courbes LS 
issues des 58 points P est alors 


(3) CCE GOT CS We OL OPA Th BEATE 


où C, et C, sont deux droites arbitraires, A, A, et À, trois constantes 
arbitraires; en généralT',, ne contient pas les 23 W et dépend de 8 pa- 
ramètres ; si elle contient trois points W, elle les contient tous et 
dépend seulement de 5 paramètres. Or le tableau 


M==NOY 
(CARE F. 5. LE P. ce = + 
conique ..... I ° 19 81 4 21 
septique .... 28 Oo he 58 7 I 


montre que si deux courbes F,,, I’, contiennent les 81 points bases 
d’un faisceau de C,, les 19 points complémentaires sont sur une 
conique, issue d’un point fixe de F,, si I’,, varie; ici tant que F,, ne 
contient que les 58 P sans contenir les 23 W, elle est coupée par une 
autre I’, dusystéme (3) en 42 points complémentaires situés sur une C,, 
variable avec I,,, mais contenant 28 points fixes de I',,; imaginons 
maintenant que I’,, contienne aussi les 23 points W, une autre courbe 
du système (3), T’,, donne toujours 42 points variables, une C, va- 
riable et 28 points fixes de [',,; imaginons que la courbe I’, variable 
vienne aussi à contenir les 23 points W : alors les 42 points variabtes 
comprennent les 23 points W et 19 autres points situés sur une 


conique C,; done la C, variable se décompose en C, et en C, qui 
contient les W,: nous retrouvons directement cette propriété des 
23 W d’être sur une C, ; les 28 points F se composent alors des 27 points 


complémentaires communs à F,, et C; et du point complémentaire 
commun aC, et Po. Done tant que F,, ne contient pas les 23 points 


W, les 28 points F définissent un faisceau de sextiques indécompo-. 
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- us. ; dès que F,, contient les 23 points W, les 28 points F sont tels 
_. que 27 sont sur une C, unique et le faisceau de sextiques comprend 
cette quintique fixe et une droite arbitraire issue du vingt-huitième. 
Pour B,, on conserve l'énoncé de B, s'iuf que les 22 points R sont bases 
dun faisceau de quintiques, les trois autres points de base de ce faisceau 
n'étant pas en ligne droite. Pour le cas By les 22 points R sont bases d'un 
faisceau de quintiques et cette fois les trois autres points de base sont en 
_ ligne droite. 
On achèverait de même la discussion des cas C et D et l’on peut, 
même dans le cas B, trouver bien d'autres propriétés de la figure : 
étudier par exemple les propriétés du groupe. P au point de vue du 
degré 9. 


1 
Ge | 


43. Étude simultanée des Fe V,P. — J'ai Son Tent le leo: 
en me servant des caractéristiques, pour le degré d, du groupe F et 
non du groupe V; F est commode, parce que les Ya issues du groupe F 
ont pour Re h, et les C,, issues du groupe P, 1+ A; par contre, 
V donne des énoncés plus frappants : par exemple 13 points P du 
plan ont pour surabondance 1 pour le degré 4 si les trois nouveaux 
points communs à deux quartiques issues de P sont en ligne droite. 

Si d =m — 3, le théorème de Riemann-Roch permet justement de 
déduire les caractéristiques, pour le degré m — 3, de cons groupe 
_F, Ven fonction de celles de l'autre. 

a =. J'aiindiqué plus haut l’énoncé précis: la surabondance du groupe P 
| pour le degré m est le nombre de C,,., linéairement indépendantes 
passant par le groupe V; donc, déterminer la dimension du système 
linéaire C,, déterminé par H points P donnés revient à un problème de 
même espèce relatif à un degré égal au plus à m — 3; on doit en effet, 
si l’on profite de cette méthode, ane s’il existe Li zéro, soit une : 
seule Ci, contenant les P : dans l’affirmative, la question est résolue ; 
ie sinon il existe au moins deux C,, et Pon cherche si toutes n’ont pas une 
2 : partie commune; si cela n’a pas lieu, on trace deux C,, quelconques 
ste issues du groupe et l’on appelle VV ensemble de leurs autres points 
communs et l’on recommence pour V et le degré m — 3 la recherche; 
iln’y a pluslieu d’écarter ici le cas où l’on a zéro ou une seule courbe du 
- degré pe -ou bien où il ya Rene avec une AU com- 


. : . “on : + 
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mune à toutes les courbes du système. On pourrait comme exercice 
reprendre le cas amorcé de 58 points et du degré ro. 

Il y aurait intérêt à introduire le degré minimum des courbes algé- 
briques passant par le groupe V; d étant ce minimum (égal ou infé- 
rieur bien entendu à m — 3), V figure à l’article d ainsi que le groupe P; 
si les courbes de degré d+1r, d+2,..., m— 3 menées par V se 
décomposent nécessairement en une courbe de degré d et un morceau 
complémentaire, le groupe V ne figure au tableau T qu’à l’article d; 
cherchons la condition nécessaire et suffisante pour qu’il en soit ainsi. 
D'abord il n’y aura qu'une courbe y, de degré d contenant V, sinon il 
y aurait des courbes indécomposables de degré d +71 contenant V; 
done l'équation générale des C,,_, contenant V, est yzC,, ¢-;=0 où 
(m— d—1)(m—d—2) 
courbes C,,_, linéairement distinctes contenant V et ce nombre est 
égal à s : ceci d’après laformule (3) du paragraphe9 entraine que ¢ = 0; 
réciproquement si 5 = 0, YaCm.a_3 — © est l’équation générale des 
C2 contenant V. Donc : 


Cm-a-s est arbitraire : il y a done exactement 


Tout groupe P provenant d'un groupe F normal pour le degré d ne 
figure qu'une fois dans T. 

Tout groupe P figurant plusieurs fois dans le tableau T au degré 
d, d+ d',... correspond, pour chacun de ces degrés, à un groupe F, 
KF’, ... anormal pour ce degré respectif. 

Tout groupe P provenant d'un groupe F anormal pour le degré d 
ligure au moins une seconde fois dans le tableau T, à moins que 
d=m—3. | 

La condition nécessaire et suffisante pour que les courbes de degré. 
d+1i, d+2, ..., m—3 contenant un groupe V aient toutes une partie 
commune de degré d est que le groupe F soit normal pour le degré d. 


Le premier exemple rencontré est 


/ 


mm = 7 
(1) F. 5, Ve Mend or h. LA 
cubique... 9 I 12 34 I 4 
quartique *. 16 3 12 37 0 4 


— 
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Plus généralement on a pour m27, 3° p< = 


[re] | 
F, ‘ 6. HW pe h.. si 
(m—p}+p?+4—3m 
f 2 7 
(m—p)?+p?+4—3m 
2 


(2; £ | Nes T2 
(2) degré p.... Pp? ee es?) P(m—p) m’—pm-+p? 


| ‘aure m—p. Her (m—p—1)(m—p—2) 
3 = ; 


ARC Med LR se 


Si Pon part de deux tes Ce C,, leurs p? points d' intersection 
forment un groupe normal pour le degré m, puisque m2 2p; on mène 
ea Dan ce groupe, et alors le groupe V commun a C, et C,, est situé sur 
| _ une courbe Cae d’après la théorie de Ja laide les courbes de 
SN degré m — p menées par V ont donc pour équation générale 


' | at [4 
+ ~ Cp | beet shes Cine == Os 


où T,., est un polynome arbitraire de degré m — 2p; chaque courbe 
‘de degré m — p menée par V donne donc (m — p)? points complémen- 
taires, situés d’ tue larésiduation sur une C,,_, et l’on voit qu'à chaque 
groupe F de Pp points bases d’un faisceau de C, situé sur C,, corres- 
; Lm apt) (=2p +2) | 
pondent oo ‘groupes de points F’ situés sur C# et bases 
d'un faisceau de C,, mp} MAIS a un Boone F’ correspond un groupe F 
+ etun seul. Nous verrons plus tard qu’inversement sur une C,, donnée 
ey priort on peut trouver une infinité de groupes de ee points bases 
d’un faisceau de CG 

Si le même groupe de points P est don deux fois par les courbes 
PS Yar Yara et des groupes | respectifs F, ee de surabondance oa, o’, on a 

Re 0. a o> o sans: égalité, car 


*. 


(mid —1)(m— day, me d — Sane etl d — JE 
$= À RENE eee TRE Z | 2 5 ay ë 
Dans le an T, 7, nous isons: 
{ s | 5 de qe - 
BS (3) aera FRE : Be h. s 
? | cubique... aa 8 Dr 286 I 3 
ne quartique .. 15 36. 1 3 


3 Ann. Ee. Norm., (3), XLI, — Juin sous ACER LÉ a aed 23 


L4 


groupe V, mais il n’y a para elles aucune cubique: 


si dm —3, la surabondance 5, de Ÿ pour le degré # est see gf 


_ groupes découpés sur C» par une C,,-s; il est bon ici d’ ‘étudier une | ee 
espèce de réciprocité de F et V pour le degré d, si d< m—3.Soit£ 
la dimension du système linéaire des Ya issues de V; h et 6, relatifs } LE À 
_Fet au degré d, ont done pour | homologues et Gi, relatifs à V et au 
degré d; on nah: 1, k20. On ea écrire 
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‘Nous sommes certains qu’il ne peut y avoir identité entre HS deux: Es 
groupes de 36 points P de surabondance 3 obtenus par ces deux pro-— gis. ge 
cédés : dans le premier type, il passe exactement trois quartiques par a 
le groupe V, elles sont décomposées en la cubique y, et une droite has 
arbitraire; dans le second type, il passe aussi trois quartiques oy 16: eee 


14, Le groupe V définit exactement s courbes rene Han de 
degré m — 3, done a pour surabondance À pour le degré m— 3; done 


à , sans égalité. = - Pres REA ; x 
Brill et Noether étudient la enr pour le dégré ém — 3, de deux te es 


i | y y, RL FE 


Petia) ok pen anced | 7, d(d d(d +3) artes ‘ree Ane Be is mie ‘ae 
RES K+ md — Ste ad-+8) doa, RS l'en SRI PE & 
ARTE, | a awed d—3), 


Nous avons vu que 6 — 0 entraine k= di Le ao tee Shae 3), 


mais la nullité de # n’entraine pas celle de s : il suffit de se reporter . = <i 


d=3 donnent une seule cubique, donc # =o et pourtant DA. OLY SNA 


au tableau (1) du paragraphe précédent; les 12 points V, pour le degré 


M m—3onas, =, Den sid<m—3, on à 5, ne 


et par suite a << k + d(m — d — DS RTE LP $ po ote 


Cette étude est utile pour la suite et en paitonlic pout fesondre ce 


[RARE STONE 
. 3 be 


problème : connaissant un groupe P et une C,, qui le contient, combien | 
correspond-il de groupes F sur C,, à à ce groupe P? Si bre =0,0naun PS, EEE 


correspond- il à ce groupe F de groupes P (d est donné)? Il suffit | 


seul groupe F; sik # 0, on a ok groupes. Ese rae yt RNCS 
De méme étant donnés une courbe C,, et un groupe F; tale See TS 


one avoir la dimension du système linéaire de courbes Con à issues de V : 


14 
‘ 
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il y aura ge groupes P. Remarquons que C,, + Ca Ya= — 6, où Cros 
est un polynome arbitraire de degré m - d, donne une courbe de 
degré m contenant V et F, done | 


p> (r= dm de) 
cc 2 


l'égalité n’ayant lieu que pour f = 0; ceei montre qu'à chaque groupe F 
correspondent toujours au moins 2° groupes P. Introduisons la sura- 
bondance s, du groupe V pour le degré m; la surabondance de V pone 
the Cee m— 3 est h, donc s,< h. D’autre part, 


Ah SUCRE ed LU ee 2) 
d’où ty Soe tate 
: mies 
(ooo eh 
i 6 (E f 
PP ve _ d(d+3). 
et sil on remplace / par sa valeur ee Hal, 


h>szh-c~3d+1. 


D'autre part on a évidemment. 


S+ 55 AEA NEN Sark 
wk fare! 
car le second membre est la surabondance du total P + V pour le 


SET: FAR eet 
degré m m En remplacant s par. RE ee 245, on a 


2 


<d(am — des) 
= 


ais groupe V peut être nat pour | degré m:s, est en effet le 
nombre des courbes Cn—» passant par P; donc s, est nul s’il n’y a au- 
_cune courbe de degré d— 3 passant par le groupe F; s5,—0 entrar 


eas , (d=1)(d~2) 


: de sorte qu ‘inversement, si Ware jé At fou —*) donne 


—1)(d 
DU 
des groupes Va anormaux pont | le degré m. | ; 


~~ 


x ne Fe ee ae : 2 
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. . . r . x a bE 
15. Nombre minimum de points nécessaires à la construction dun 
groupe P. — H points P ayant la surabondance s pour le degré m, Il — s 
d’entre eux, choisis avec tact, forment un groupe normal incomplet 


< 3 Ris ; 3 » 
[on PRG PAR SA RTS Se veut qu'il y ait au moins deux Cn |: 
2 
Or H —s points pris aw hasard dans le plan forment un groupe non 
seulement normal, mais complet; donc nous ne pourrons marquer a 
l'avance que H — s.— 2 d’entre eux. Cherchons à déterminer ¢. 


Raisonnons sur un exemple précis 


| M =10 | 


( : ) : - F. a. Vs RB h. Ss. 
sextique... 18 I 42 58 10 “th 
septique... 28 3 42 58 10 4 


u 


On peut se borner à la première facoh d’obtenir le groupe des 
58 points P; les 18 points F sont intersection d’une C, et d'une C, de 
sorte que la courbe de degré minimum passant par P est une C, unique; 
les 42 V forment une partie de l'intersection de C, et C,,, le reste 
étant les 18 F intersection complete de C, et C,, donc les 42 V sont 
aussi sur une IT; les 42 V forment donc l'intersection de C, et I, et 
ils ont pour surabondance 1 pour le degré 10, puisque par P passe 
l'unique C,. 

Le tableau (1) nous montre que si l'on prend au hasard 11 points Q 
pour les ajouter aux P, il y aura une C,, unique contenant les points P 
et ces nouveaux points Q; les 11 points Q peuvent être choisis une 
fois pour toutes, quels que soient les divers groupes de 58 points P 
de cette espèce. Il faut done trouver les 18 F: la C, est unique et 
demande g paramètres : retenons 93 une fois C, tracée, il suffit de 
marquer 17 points F sur elle pour avoir, d’une fagon unique le dix- 
huitième; soit 17 paramètres de plus, retenons 9 + 17. Par les 18 F et 
les 11 points Q faisons passer une C,,, ce qui fait 65 — 18 —11 ou 
36 paramètres nouveaux; retenons 9 +17 + 36. Par les 18 F nous 
faisons passer une sextique arbitraire qui n’a pas à intervenir dans le 
décompte; elle donne 42 V par lesquels on fait passer une courbe C!, : 
le groupe V a pour surabondance 1 pour le degré 10, le système linéaire 
de courbes C’, est de dimension 65 — 41 = 24 et découpe sur C,, une 
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23 | 


- série g,,: il faut 23 paramètres de plus pour avoir le groupe P et 


comme au groupe P correspond un seul groupe F (par les 42 V une 


_seule sextique), aucun des 9 + 17 + 36 + 23 ou 85 paramètres intro- 


duits successivement n’est étranger au problème. Retournons à la C,. 
unique contenant les P : 35 paramètres la fixent, et il reste, C, tracée, 

Jo aan ètres à notre disposition : nous pouvons donc marquer arbi- 
tratrement 50 points du groupe P sur une C, donnée a priori et à ces 
5o points correspondent un nombre fini de configurations des,8 points 
restants. Krey indique aux Mathematische en t. 19, 1882, di- 


verses méthodes pour calculer de tels nombres. On peut raisonner 
; autrement : donner d’ abord 35 points du plan, ils Don la Cy, 5 


et sur elle on pourra encore marquer arbitrairement 15 autres points. 


_ Si l’on se servait de la dernière ligne du tableau (1), il faudrait remar- 


quer que les 28 points F sont à on d’un y, et d’une y,, le 


us même décompte conduirait à 88 au lieu de 85, cela tient à ce quia 
_ chaque groupe-P correspondent x’ groupes de 28 points F, car par les 


42 V. passent +’ Ships coe une seule BOE le nombre 3 est à 
retrancher. | : 
Cette méthode réussit chaque fois que la courbe - degré minimum . 


contenant le groupe P est unique et se Joue un a si le Bony F_ 
* est normal pour le dpgr? d. 


: 46. si la courbe de degré minimum à qui contient les P n’est pas 


_ unique, mais appartient à un système linéaire, il y a avantage à se. 
reporter aa tableau T pour le degré 6, tableau où P figure déjà comme 

groupe anormal complet ou incomplet, à condition que à soit inférieur 
àmet non égal i à m; mais nous pouvons, si nous préférons, recom- 


mencer. les décomptes suivant la méme méthode et nous arrivons 


ainsi a un nombre de paramètres 2A ou 2A +1. Si le nombre obtenu 


2h est pair, on peut marquer arbitrairement dans le plan vierge 


_ A points du groupe etl’on a A =H —s — 4, ¢ étant un entier positif; les 
s+ points complémentaires du groupe ont alors un nombre fini de 


configurations et la connaissance -de ¢, seulement, au lieu de s+ ¢, 
_ points de la configuration suffit pour obtenir cette configuration d’une 


façon unique; il y a avantage à avoir remplacé m par à, ce qui revient | 
_ à augmenter s. Si le nombre obtenu 2À +1 est impair, on ne peut 


ah C, fixe et une C variable : : sur C, les courbes C; découpent. une série 2° Ma: ne = ae 
"trois points A, B, Cde C, et chaqne droite BC, CA-ou AB perce G, en 


| deux points que l'on peut associer aux points Rose » P,,. En effet + 


résiduel de À, B, C, done sur une même courbe P, avec. Ps RSS P,, ‘ 


trouve donc trois couples, et trois seulement, et quand cette quartique Sei 
_ décrit le faisceau, les couples engendrent une courbe algébrique CAUSES 
“type hyperelliptique, car sur C la correspondance (II, IT’) est biration- 


son associé IF, puis un autre point IT, (distinet dell et II’) et son associé 
: I, le faisceau de quartiques déterminé par Pis Pa: ness Pus Ay, The 
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marquer que points, arbitrairement comme plus haut, et les s en FAN 
points restants décrivent alors un lieu ne en général le même QE, 
pour tous et sur ce lieu on a une évolution [,, ; RTE 

L'exemple le plus simple est fourni par le sour de 13 DURE bases. ER 
d’un réseau de quartiques : par deux points w,, w, donnés a priori, | ge A 
onmèneune C, quelconque: 12 paramètres ; surC,onchoisitun pointF, — > — 
total 12 +1; de F on mène une droite donnant sur C, les points V,, 16 
V:, Viet Pon mène ba Vc Nake des courbes C qui découpentsur C, Os, rs 
une série linéaire g'°; total 12 +1 +10 ou 23 paramètres. Marquons 
donc arbitrairement 11 points quelconques P,, P;,. 535 P; Supposons 277022 
qu'ils ne soient pas sur une même cubique; rénale un a 


x Er 
la conique circonserite à à un groupe quelconque de la série passe par oe + 


si BC coupe C, en II et IF, on voit que, en menant par A une droite. sod 
queleonque coupant C, en ep Vee Vas, le groupe I, HEVs, Vis; NZ est Es 28 


Il a done ui de réduire à deux droites Ja Opera ec: circonserite. 
à ABC, ai Ue ORE we | a S 


Sur chaque quartique du faisceau: linéaire BP Pie: Pay W,> Os oni 


nelle, involutive. Soient m le degré de C, d le degré de multiplicité a 2 
ca sur C de cons point P,, Ps very Pyy en Equpant G par Ge on a: Ka £3 PAS, 
‘ : cae Ame = id + 6 4 CLS a LES 

d' où, h étant : un éntier inconnu ? ast Se ESOS, tea OU M RS ee eee 


mera Po Dash SENS ae mat ith. 


Nous verrons que l hypothèse la plus simple, ie == 0, "est RE la 


courbe C est du degré 7, admet chaque point P, pour point doubles ; e. 


chaque-courbe C, est donc une adjointe‘ de C; sur C prenons un pointIl, — 


1 ’ ~~ é we, ~ ais ~e 


/ RENNES \ RÉ SE PER Er 
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découpent sur C une série g! : par chaque groupe U, U’ de cette série 
passent 3 courbes C, linéairement indépendantes ; p étant le genre 
de G, Riemann-Roch donne done 3 = =p+i-—2*ou p=4: ceci est bien 
d’accord avec les résultats numériques obtenus sur le degré de C et le 
nombre de points doubles ; ce serait même une nat de l’éga- 
lité h=o, si l'on était certain Be C n’a pas d’autres points multiples 
que brel np: 
Remarquons qu'on a choisi tirent P,, Pis; tes 
deux quartiques C, et C; se coupent encore en ries CesT Un U;: et 
Von a circonscrit une conique aux U pour déterminer A, B, C:: cette 
construction ne peut échouer que si 4 des U sonten lene droite: mais 
alors le cinquiéme serait sur une méme cubique avec P,, Pier et 
la construction donnée écarte le cas où les 11 P sont sur une même 
cubique. Mais sicecas de dégénérescence se produit, on peut prendre, 
pour compléter le groupe, le point fixe de la eubique C, où passent 
les quartiques du système oo’ (Pi, Ps, aepe rid pals Un point arbitraire. 
du plan. | | 
La même méthode, bien que cette fois on trouve un nombre fini de 
configurations, s applique à 21 points bases d'un réseau de quintiques ; 
_ on trouve 34 paramètres, donc on marque arbitrairement P,, P,,..., P,- 
et on leur adjoint deux points’ &,, O, donnés a priort une fois pour 
toutes; dans le faisceau (P, pera Fe w, w,) il y a des quintiques bien 
déterminées portant un groupe UU, U; U, associé aux P; À étant 
le. paramètre individualisant les quintiques du faisceau, fixons i 
et coupons cette quintique À par le Baieme + de quintiques. 
(P, P,...P,;);0n obtient une série linéaire gy de groupes V,, Vay. EN 
et par Pun d’eux, pris une fois pour toutes, Pre une cubique cou- 
; pant À en A,, Ay, ..-, A,. Lesystème oo? de cubiques (A,, As, +.., Ay) 
découpe sur A la même série g?. Or si À porte U,, U,, U;, U,, en choi- 


sissant dans le système oo” de quintiques celles qui passent encore | = 


f par U, et par suite par Us; Us; -U,, on obtient comme groupe 
D, U, U, U; V, Vi -V, V, où les quatre V’ sont en ligne droite, de 
. sorte que: la cubique contenant les A, les U et les V’ se 
fm iin des À Ac: par exemple, est sur la droite An Ve Vas 

= Fe MEN re À, déterminent une Ce passant par [spat ioe Us; U,. seb 

; proquement, si A,, Ay;..., A, sont sur une conique Gee un des groupes 


| LL ) F - 
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V se réduit aux quatre points U,, Uz, U;, U;, ou C, perce de nouveau A 
et à quatre points V’ en ligne droite avec A, de sorte que À répond à 
la question. Mais alors:la cubique générale A, A, ... Ag À, perce CG, 


A 


en six points situés sur la conique C; et en 9 autres, à savoir les V 
et A,, qui sont donc situés sur une cubique T,: A, est le neuvième 
point de base du faisceau de cubiques V,, ..., Vs ; réciproquement, si 
À contient ce neuvième point base, A,, ..., A, sont sur une conique: 
Or ayant choisi une fois pour toutes une quintique particuliére du 
système oo* (P, P,... P,,), lefaisceau À donne 8 points déterminés ration- 
nellement au moyen de A, dans leur ensemble ; le neuviéme point de 
base du faisceau de cubiques s’obtient rationnellement au moyen de À: 
en écrivant qu'il est sur la quintique A, on a une équation rationnelle 
en À; à chaque racine correspond un seul groupe U, U, U, U,. Il est 
facile de voir que l'équation en À s’abaisse au premier degré; en effet : 
si U,-U, U, U, et U, UL U, U, étaient deux groupes différents, 

comme chaque U ou U’ détermine d’une facon unique les trois associés, 

aucun U ne coincide avec un U’; le faisceau P, P, P, ... P,, U, U: con- 

tient U, U, U, et U, U, U;et alors U,, Us, U,, U, seraient en ligne droite, 

U,, U,, U,, U,aussi ; mais alors le système UU’ étant sur une conique, 

les 17 P auraient la surabondance 1 pour le degré 5; il suffira done de 

les choisir au hasard pour que cela né puisse arriver. 

On constate que les réseaux de C,, à (m?—m-+1) points bases 
donnent, pour m pair le cas du lieu géométrique, pour m impair le- 
cas du nombre fini de configurations, car le système de points bases 
dépend de m? + 2m —1 paramètres. On opère par la même méthode 
que pour m= 4 et m= 5 et l’on aa prendre, sur uneC,, qui engendre 
un faisceau linéaire, une série linéaire pouvant être engendrée par des 


courbes C,, ou C,,_, ét il suffit d'exprimer que la C,,_» peut dégénérer 
en une droite et une C,,_ 3: : 

17. Voici une série de théorèmes curieux obtenus sur le groupe: 
de 18 points surabondants pour le degré 5 donnés par d = 2, SR 
s=1. Un tel groupe dépend de 32 paramètres et le degré minimum 
des courbes qui le contiennent est 5; on peut done donner arbitraire- 
ment P,, P,, ..., P,, et l’on a un nombre fini de couples IT, IF’ associés: 
à la page 505 du tome 19 (année 1882) des Mathematische Annalen, — 


4 . > . 
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: r (A 2 VE - fees “mim + 3 & “ie 
Krey (') démontre qu'il y a des groupes de ARS De, points défi- 
, 2 - 


_.hissant pour le degré m, non pas un réseau mais un sytème x", que 


UE 


l’on peut choisir 4 points du groupe et qu’il leur corres- 


pond à (m — 2) (m — 4) — 9) couples associés; done ici m= 5 et 


l'on aura six couples. 3 Sri | PRESS = 
F’écarte immédiatement le cas où les points P,, ..., Py, seraient sur 
une quartique C,, car tout pointde, pourrait ètre choisicomme point II 
et l’on aurait pour associés à Il, non pas un, mais trois points II’, Il”, I” 
(la méthode suivie permet d’ailleurs de retrouver - Ce. résultat de 
dégénérescence ). 
Adjoignons trois points ®,, ,,&,, choisis une » fois pour toutes, aux 
16 P; on a un faisceau de quintiques, parmi lesquelles il faut choisir 
les quintiques privilégiées passant pe Il et I’. Ayant fixé À, coupons 
la quintique À du faisceau, par une’C : du système oo’ (Py, ..., Pis). 
Le tableau T pourm = 5 montre que tout systéme de 16 points P sura- 
_ bondant pour le degré 5 est sur au moins une quartique, donc le sys- 
: tème de Fatigue (P,, P,, …., P,,) est bien de dimension 4 on a 
sur À une série &s et la cubique issue d’un groupe i Va, +> Vo parti- 
_culier donne sur À six points.F,, F.,..,, EF corésiduels des P, done 
non situés sur une conique (sinon cette conique percerait À en 4 points 
a situés avec les P-sur une quartique) ; Wed sons, by ee peuvent-etre 


##1hases d’ un faisceau de cubiques, sinon-F,, F,, ...5 F, seraient sur une 


: conique. Si À porte le couple IL, Il’ et si CG, passe aussi par II, I’, 


“ obtient le groupe particulier eis NG …, V, où les 7 V’ sont sur une 


conique : donc l'unique cubique issue de I, IV et des V’ se décompose 
en la droite IT, I’ et la conique Bee aux V’; il suffit done d’ex- 
«primer que sur les points F,, F,, ..., F, il yen a trois en ligne droite.. 
La réciproque s'établit aisément. Eh cae Ci, et faisant varier A, on. 
$a, Pome HIVER is un ae Sy even Fy, Bo as a et la condition géo- 


Gi Ess rte de Krey sont oi ares. Ac Chapitre Ill (§ 9) la 
géométrie de l'espace nous donnera la démonstralion de ce fait que les couples I Ars 


associés à Py, Po,.- , Pie, sont au nombre de six. 


Nous verrons ahs Join, Chapitre HT (§ 42), un cas de dégénérescence où les points 
5 P ty Biss Pus RER admettre non plus six couples-a associés, mais 2! couples associés. 


Ann, Ee, Norm., G), XLI, — Juin 1924. DES DIRE ah 


, 


- 
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HR rouvéé donne une équation rationnelle en. A, de degré Os 
d’après la comparaison avec Krey. Sur une quintique privilégiée la 


droite F, F, F, donne II, I’. Appelons les six. sue coe AD, 


:CB, B’), (C, C’), (D, D’), (E, ES), CFB). 
Les quintiques circonscrites aux P et A, A dépendent CHERE 
de trois paramètres et ne contiennent pas d autres points fixes, car lé: < 


groupe PA A'estcomplet;si l'on impose B, ilreste donc exactement deux — 


paramètres et le réseau obtena a vingt points de base connus : Mes PS 
Aet A’, B, et B’. Or le tableau T pour » = 5, consulté : à la colonne h, 
montre que le réseau(h = cE) contient exactement 19 Ou 21 points fixes; 
donc le réseau obtenu ici a un nouveau point fixe que j ‘appellerai(A,B). 
Ce point ne peut coincider r avec un point des quatre autres couples, 


sinon le réseau aurait plus de 21 points fixes. On sait que deux quin- i "a 4 
tiques quelconques du réseau se coupent encore en quatre points èn | 
ligne droite. Imposons alors C de façon à avoir un faisceau : les quatre aot 


_ points sont : C, C’, (A; C), (B, C). Ceci prouve que la droite CC’ con- 
tient (A, C), (B, (), (D Gish, Ge (F, C). Autrement dit, (A, B) est 
Te pointeommun aux droites AA‘, BB’. Si l'on considère les trois couples 
“(A A, (BB’), (GC) et les trois sommets du triangle formé par les _ 
‘droites AA’, BB’, CC on a donc c 9 points situés avec P.. ERP sue UT 


faisceau de quintiques; la arenas du faisceau passant par D con-— 
tientD, D’,(D, A), (D, B), (D, C), c’est-à-dire. 5 points en ligne droite; — RS 


done il y a æ° sextiques circonscrites aux 16 P, aux quatre couples 
eC; A’), (B, B’), (C, ’), (D, D’) et aux 6 points (A, B), (A, C), (A, D), 


ae C), CB, D), (C, D), soit un total de 30 points ; or nous savons que. 


- (out. sextique qui contient 22 points de base d’un faisceau de quin- 


tiques contient encore les3 points de base restants, s'ils ne sont. pasén nr 


ligne droite: done les x» sextiques contenant les 16 P, A, A ‘BB’; 
C, C’ contiennent encore (B, G), (G; A); (A, B); si nous imposons 42 


_ces sextiques D et D’, on trouve le système oo* trouvé plus haut ; assu- 


_jétissons les sextiques à contenir encore E et E’, on trouve un faiséeau ” He 


de sextiques dont les 26 points fondamentaux-sont les 16 P, les cinq. 


couples A, AR: R": CCD; D’; E, B’, tandis que les 10 points, sura-— 2 


“bondants sont (A, B), (A, 0). CDS Assujétissons la sextique : à 
contenir encore F, elle est déterminée complètement, mais ne peut © 
contenir Fe Sinon chaque droite telle que AA aurait avec la pave. 


~~ ‘ | À 4 


Fs. Ady 


ty 
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ie 7 points communs A, A’, (A, B), (A, C),. (A; D), CA, E), CA, F) 


“et la sextique devrait se réduire à six droites contenant le total ve 


16 points P, ce qui estimpossible si les 16 points P ont été pris au hasard; 


donc les 16 points P et cing des couples associés déterminent bien un fais- 


ceau de sextiques, mais les six couples ne sont pas sur une même sextique 
avec les 16 points P. D'autre part, nous avons obtenu à partir des 


16 points P un total de 43 points : les 16 P, les 12 points des six cou- 


_ ples, puislesr5 points telsque (A,B); ces 43 points sont bases d’un réseau 


de septiques ; rappelons que 25 points bases d’un faisceau de quintiques 
ont pour surabondance 6 pour le degré 5, 3 pour le degré 6, 1 pour le 


“degré 73-que 30 points intersection due quintique et d’ une sextique 


ont pour surabondance 6 pour le degré 6, 3 pour le degré 7, que 36 


points bases d’un faisceau de sextiques ont pour dans 6 pour 


le degré 7. Les 25 points P; A, A’; B, B’; C, C’; (BC), (CA), (AB) sont 


bebe: d’un faisceau de quintiques, donc ils Adanent pour le degre 7 


(3). 


la séparation 


ene i Py A Al: BY B's C, CO: (AB), (AC). - (BC) 


ou le schéma à crochets | 


pe day. Are | Boole 


Appliquons le ihecestis ainsi obtenn au groupe obtenu en ajou- 
tant aux points de gauche de la ligne 1 les trois points D, D’ et (AD); 


nous voyons que (BD) et (CD) sont conséquence des pou de gauche 
dans la pe Hu 


| P; A, As B, BY à C's (AB), (AC) (BO), 
| D, D; (AD), ” © (BD), (CD), 


‘cela donne le schéma : à crochets Er 


lies 30- points s situés, nous l’avons va, al’ intersection d'une quin- 
tique et d’une sextique. Appliquons le théorème exprimé par (3) au 


D 


La sie ay 


: 


groupé obtenu en ajoutant aux points de gauche dans (3) les points 


E, E’, (AE) ce qui revient à faire jouer à E le rôle de D dans cette pro- 
ace position : ‘on a comme ones, les points. (BE): (CE); on peut 
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remarquer qu'on peutalorsappliquer le résultat (1)en remplaçantBetC 
par D, E et qu’ainsi (D, E) est aussi une conséquence : ona done la 
séparation 
| PE À, AB, B's 6, C5 (AB), (AG) (BC), 
(4) | D, D’, (AD), (BD), (CD), 
EE’, (AE), (BE), (CE), (DE) 


ou le schéma à crochets 


faqs 3s Se Paes 1s 


relatif à 36 points bases, comme nous l’avons vu, d’un faisceau de 
sextiques. Enfin ajoutons aux 30 points de gauche de (4)! les points F, 
F, (AF). 3 

L'application du théorème exprimé par (4) donne comme consé- 
quence (BF), (CF), (DF), et l’on voit que (EF) est lui-même une consé- 
quence, car il suffit d’appliquer le résultat (1) en y remplaçant B et C 
par Ket F. On a ainsi la séparation 


P; A, AB. BY; C, C'; (AB), (AC), (BC), 


(?) = E, E'; (AE), (BE), (CE), (DE), 


IF, F3 (AF), | (BF), (CF), (DF), (EF) 


1. 


ou le schéma 


(6) | [24, 3,3, 3],+[1, 2, 3, 4], 


qui prouve bien que les 43 points énumérés sont bases d’un réseau 
de septiques. Ce réseau est méme tres particulier, car dans le réseau 
général il y a 10 équations surabondantes qui ne manifestent que 
lorsqu'on a déjà utilisé 33 points (choisis d’ailleurs au hasard) 

Nous allons montrer une autre propriété intéressante : si l’on marque 
au hasard P,, P,,..., P,, dans le plan, il faut résoudre une équation 
du sixième degré pour trouver les couples (A, A)... CF, Fs orcon 
peut s’arranger pour construire, sans avoir d’ équation à résoudre, 
l’ensemble des 16 points P et des six couples associés: 

Sur les trois côtés d’un triangle quelconque marquons respective- 
ment un couple de points A, A’; B, B; C, C'; deux quintiques quelcon- 


en ET 
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ques pi assant par ces six points et les trois sommets du triangle (BC) 
(CA), (AB) se coupenten 16 points P pour lesquels A, A’est un couple 
associé, car les 7 points B, B’, C, C’, (BC), (CA), (AB) sont sur une 
conique, et une seule (formée de deur droites), de sorte que P, A, A’ 
ont bien la surabondance 1. On a done ainsi les 16 P et trois couples. 

Faisons un progrès : marquons cing couples A, A’; * B; ¢, C;D,D'; 
E, 8’; d’où nous déduisons les ro points (A, B),..., (D, E) : deux 


ee passant par ces 20 points se coupent en 6 P pour lesquels 


A, A’,..., E, E sont cing couples associés. En effet, sur les 36 points 
ee aux deux sextiques retirons les six points en ligne droite E, 
KE’, (EA), (EB), (EC), (ED) il reste donc 30 points intersection d'une 
sextique et d’une C, unique. Retirons encore les 5 points en ligne 
droite D, D’, (DA), (DB), (DC). Il reste 25 points communs à C, et. 
à une autre quintique C., et nous MONDES sur R'proposition qui 
précède. > | 
= Dernier progres: marquons six ns Le Ne BeBe CCD: D’; 
E, E:F,F' , adjoignons 6 points.V,,V,,..., Ve done sur une dote 
arbitraire ef: ajoutons les points (AB), ..., (EF): on a 33 points par 
lesquels nous faisons passer deux septiquesqui se coupent en 16 points P 


nouveaux qui admettent ARS TRES pour couples associés. On. 
opère. comme plus. haut en tt les 7 points F, .F'; (FA), . 


(FE) en ligne droite, il reste 42 points situés sur une Cg unique ; on 


z retire les 6 points en ligne droite V,,..,, V, et il reste 36 points in- 


tersection de C, avec une C! et nous retombans sur ce qui précède. 
En analysant cette dernière construction; on voit qu'il faut donner 
ah paramétres pour fixer A, te RMON Uo ensuite il faut fixer la position 


de la droite qui porte les V et la: Rte des V sur elle, ce qui donne 
8 paramètres; on peut imposer à la courbe C, de contenir deux points 
donnés a priori «, 8, de sorte que C; n introduit plus de paramètres 
nouveaux: de même €, passera par deux points a’, 8’, donnés : on 
ner retrouve done bien les 33 paramètres annoncés pour les 16 P; mais 


si, à un systéme P, correspond un seul totalsA AG BBs 2.5 FF", 
inversement, à un ensemble de six couples A, ‘A’ See FI i * donnés: 


a Laue correspondent 2 do je de 16 points P. 


18. Dissection ae groupes anormaux. — au paragraphe 8, EN nous - 


ae 
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‘ nfs 5 . TE pe 
appuyant simplement sur ce fail que 72° points communs à CLetG, ont 


(m—t) (m—2) 
2 


nous avons obtenu 


pour surabondance le nombre p’ ou 


pour ce total de m? points la séparation 
(1) (p) À (p'), 


qui en général ne peut être poussée plus loin, mais qui, dans les cas 


spéciaux étudiés, peut être poussée plus loin suivantle schéma 


(2) (w, ©,) + (0, 4), 6) + 64 =P, GeO ise a 


signifiant que P,,P,, .:., P, obligent toute C, les contenaut à passer 
par Oi Oa sts 06 ue Le ù , Py’, +--+, Po, donnent des équations 
indépendantes de celles Tone parla prémière séric P,, P,,... Ps. 
Nous avons défini le schéma à crochets ue 


(3) Lou + [8] 


qui exprime que le groupe des w + points P, Q a pour le degré m. 
la surabondance 9. Or.on peut recommencer pour le groupe surabon- 
dant P, Q exactement les mêmes considérations, en remplaçant p et p’ 
respectivement par w et 0: la séparation (3), analogue de (1), ne peut, 
en général, être poussée plus loin, quel que soit le mode de partage 
des w + 0 points en deux portions de w et 0 points: mais rien n’em- 


péche a priort de concevoir que ( 3) puisse être remplacé pat la sépa- 
ration analogue a (2) 


(4) [o —o', w'],+[9—9, 9], o> w'>0, 0025 
‘ 

On a donc un groupe de © +9 —(w' +9’) points, contenu dans le 
groupe des w + 9 points P, Q; il forme pour le degré m un groupe de 
surabondance 4 — 9’, et il est complet, sinon il aurait des points virtuels 
non Situés dans P, Q et par suite le groupe (P, Q) serait incomplet ; 
ici on peut avoir 0 =0, ce qui exprimerait que le groupe (P, Q) a été 
obtenu en adjoignant à un groupe complet w’ points pris au hasard * 
dans le plan et forme donc un groupe à structure dissymétrique. En 
revenant au groupe primitif des m? points, on a donc une séparation 


(@—o', w',@,) + (9 — 0',0',0,). 


(6) 
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Employons une notation plus symétrique 


(w, a, 2) + (8, Dy, Ge), 


| O4 Gi + Op (90, L 820, > 0), 
0 + 61 + 0, — ta 
ou eis : 
P,P, eet Ps vay Os, 4 x Ja 
(6) | à POO PW, PY, QUO ee 3 QW, 


+ 2 
ds | (2) p(2 (2 
be AE eh TONER oF, weg 
« 2 


il est bien entendu que Pope ..., P, n’admettent d’autres points vir- 


tuels que Q,;-Q., --., Qs; puis que P,,...,/Py, réunis à P%,...., PY”, 
n’entrainent d’autres points virtuels que Q,, Q,,..., Q; augmentés de 
gn, ..., Qi,’ Il suffit, bien entendu, d’un changement dans l'ordre 

des points pour ramener (5) à l’une des formes | 


| dass qe Co), @y + an ate (8,6, + 92), 
(Ab eee | (o +, 0.) + (0 + 61, 9), 
à Rost) Pete utes 


Le nombre 0, est positif, non nul, comme on l’a vu au paragraphe 8. 
Quant au nombre 0,, qui peut être “aii nous pouvons remarquer que 


dans ce cas on peut sans inconvénient réunir les deux dernières lignes 
de (6); done nous le supposerons aussi effectivement non nul. 


Nous pouvons dé même concevoir la separation. 


ey : ie (nose: ‘ na + (6, Gi de, ei hye) 
i ee eae oe ta a er Ronee ee. 
pete eae Be ce 


etnous AT te tous Les 0 positifs, non nuls. Le nombre n est sûre- 


© mentinférieur ae’ —1. Il est clair qu'un simple changement d’ordre 


ces points peutramener (8): à une autre forme plus “an en rempla- 
ant plusieurs w consécutifs (et les 0 correspondants) par leur somme 
effectuée. Le schéma (8), avec parentheses, est relatif à m? points et 


au degré m; il fourni tdes schemas à crochets relatifs : à des groupes anor- 
maux complets we de 


(9) a, 2 ay ales o, Oa, Pre Op tate |, LIENS 3 EME Ors 
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où 67 Oj; 0.00 OF 9, 0,50, 4s SOME les p premiers termes des 
ets (8): p est plus petit que n sans égalité; Sl ©, = W, 
ona 0, =0,, mais si w, <<, on a 9,=o. On déduit aussi très sim- 


plement de (8) des SRFOURER anormaux incomplets, que je représenterai 
avec,une accolade 


7 


‘pr À ' : 
(10) Wis fay Opis Wh ce his ley ae pepe 8, | 


avec : PAE: ; 
: O< Wp Sop, 06,20; (LORD 


tandis que w, w,, ..., w,_, sont les p premiers termes de la paren- 
thèse (8). 
Il est clair que l’on peut arriver à une séparation 


& P, Tr pe Q,Q, sey Qs, 


, yaa 1) 
arenes D Pat Eat RE 
(3) 2) (2) (2) rg 
(11) po, +. Pau Q; LRO : 
‘ yin) (n) 
Peas AE cone Q\" se say Q 0. ’ 


telle que dans la première ligne les points P,, ..., P,, Q,, .…, Qe 
puissent être séparés au hasard en deux groupes de w et points res- 
- pectivement, les w points étant fondamentaux, ce qui fait C$,, modes — 

de séparation ; puis dans la seconde ligne PF, ..., Py), QY?, …., Qi, 
en nombre w, + 9, peuvent de même être séparés au hasard en deux 
groupes de w, et0, points tels que l’ensemble de ces w, points, joints 
à ceux de la ligne précédente, entraine l'existence des 0 ,restantscomme 
points virtuels, et ainsi de suite ; sinon il suffirait d’un regroupement 
d'une ligne pour arriver à une classification nouvelle comprenant au 
moins une ligne de plus et répondant au désir exprimé; à ce moment, 
la ligne + 1 peut, quel que soit 7, ‘être séparée au hasard en deux 
groupes de w, et 9; points. Ceci s’applique non seulement au groupe 
total des m? points, mais aussi aux Ee eroapes anormaux ees et 
incomplets. 

Mais un même groupe peut nner des classifications eae et 
cela méme a partir du cas où les m? points ne fournissent que deux 
termes par parenthèse. Ainsi, sur une droite, prenons arbitrairement 
les points A,, Ay, Ay, A, et surune seconde B,, B,,B, ; par ces 7 points 


FA | 


 (@){ Lo +oi+.. RO wy ee PORE Oe tO + dia + Gi], > 


cs dans le tableau T pour le degré m aux articles d et t'a + à : 
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menons des quartiques C, et C’, qui se coupent encore en P,, ..., P,. 
Les 12 points P, B sont intersection de C, avec une C, unique et sur 
cette C, les P sont intersection de C, avec un faisceau de cubiques ; 
le groupe P, B a la surabondance 1; mais le groupe P, A a aussi la 


surabondance 1; on a donc deux séparations distinctes : 


( Pa. P;, sey Py, B;, Bs; 3 Bs, 


; Dy | Ay, Pee, ae As, A,, i 7 
Feb y cies Le 


RP Pi Be Ag Asi Ae 2 
| B;, Ù B, B;, 


= . à 


toutes les autres se déduisant de l’une ou l’autre par un simple | 


regroupement arbitraire dans chaque ligne. 


\ 
19. Ilreste à indiquer comment on peut s s’arranger pour obtenir un 
groupe de m* points dont le schéma comporte de chaque parenthèse A: 
n + 1 termes : n = 1 a été traité; il reste à traiter n°2. : 
eS que, si on a le schéma 


[l 


(a)! AE SR (@, On soos D be Aas 


on en déduit les schérias 


LA 


(Ae wy Fv: -+@;- dé Ont + es +o,) (0-4 B+. ash See es 


BS eich: + O14 Im [9 + 6 steer ts Pacis 


a qui expriment finalement que l’on a obtenu une séparation du type (6) 
du paragraphe précédent. En changeant done de notations, il suffit au 

-fond de trouver un schéma (w, w,, w,)+(0, 0,, 0.) à trois termes : 
a appelle dans ce tableau (6) P le total des points de la première ligne, 


W et V les totaux de la seconde et troisième respectivement. Le groupe 


P + W est un groupe anormal complet, comprenant un groupe P lui- 


méme anormal complet. Ces groupes P + W et P seront donc obtenus 


Sa aie aire! 


De a ye Be PP AVE os sy 
pase Byte Ue VS Wier CES EE 
: be Ke, Norm.. CEE — Jouwrer 1924. se 
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On prend pour d le degré minimum des courbes contenant V; d+è 
est le minimum du degré des courbes qui contiennent V + W de sorte 
que 520. On peut, si 6>0, supposer de F et W n'ont aucun point 
commun : sinon on pourrait écrire F = F’+ f, W = W’ + f et la pre- 
mière ligne (3) pourrait être SRE a 


Yan... F’ V+f P+W' 


et le groupe P + W’ serait un groupe anormal complet pour lequel on 
traiterait le problème [PP + W ou P + W’+ / serait finalement un 
groupe à structure interne dissymétrique comme on à vu plus haut]. 
ll y a deux hypothèses A et B à envisager suivant que à  o ou à = 0. 


‘Hypothèse A. — Il ya deux subdivisions A, et Ay. , 


, Subdivision À, : la courbe yas issue du groupe V + W se décompose 
nécessairement en yz et un morceau complémentaire Cy; cela arrive 
nécessairement (voir § 13) si F est un groupe normal pour le degre d, 
parce que ya+s contient V. 

Subdivision Ay : ya. n'est pas obligée de se décomposer avec Y4 
comme morceau (F est nécessairement anormal pour le degré d). 


Hypothese B. — à = 0; dans ce cas on peut prendre pour courbe issue 
de V l’une quelconque des courbes de degré d qui y passent, done on 
prendra celle qui est issue de V + W, de sorte que F et W + ® coin- 
cident. 


20. Etudions A, : Vars OU Y~gCs Coupe C,, suivant ® + V + W d'une 
part et de l’autre suivant F + V + R où R désigne l’ensemble (C,, C3). 


On a done 
©+W=F+R, 


et puisque, par hypothèse, F n’a aucun point commun avee W, on en 
conclut que F est tout entier compris dans ® . 


D=F+"r, R=W+r, 


our est un ensemble de points pouvant se réduire à zéro. On a donc 


SYSTÈME LINÉAIRE DE COURBES ALGÉBRIQUES DE DEGRÉ DONNÉ. 199 
obtenu | és ; 
(4) ieee He Vv Bas Wits sosice 
Vas... F+r à aE IW, y Ss 


Cela signifie simplement qu'au degré d +3 on a eu à étudier un 
groupe ® : il est indifférent, comme nous savons, de prendre telle 
courbe de degré d+ à issue de ® plutôt que telle autre : cela ne doit 
pas modifier les groupes P correspondant à ®. Si done parmi les 
courbes de degré d + à issues de ® il y en a qui se décomposent, il n’y 
a que des avantages à les adopter (nous l’ayons déjà fait dans le cas 
où il y a une courbe de degré d au lieu-de d + à portant tous les D, de 
sorte que r =o et que P est situé sur une GC, 5); il faudra de plus, 
pour le point de vue spécial qui nous occupe ici, que la portion F ou 
®—r portée par ya jouisse de la propriété suivante : il existe des 
courbes variables, de degré d, issues de F; cette condition, nous le 
savons, est nécessaire pour que le groupe P + W soit complet: les 


courbes y, et Cg jouent alors un rôle bien différent. II pourra arriver 


que F et r puissent avoir leurs rôles intervertis, si le groupe r définit 
des courbes variables de degre d: nous en verrons à l'instant des 
exemples. | 

Rian ay Me donne que la surabondance 1, donc la question ne donne 
de résultats que pour m25. Pour m= 5, prenons d+6=>2 et le 
groupe ® réduit à un seul point. On peut réduire la conique à deux 
droites, dont l’une passe par le point ® et l’autre est totalement arbi- 
_traire. C’est le cas où chaque. morceau de décomposition de y, peut 
être appelé y, et l’autre C,. Cela nous donne donc, en. appelant Vv, Vee 


4 _V,, V, les points alignés avec ®, et W,, W, W,, W,, W; cinq ue 


ven ligne droite de C,, les ac paratione 


Le : 2 PE PA Ps 3 ‘ es 
Ay OREN Ne ON NY © (15,2, 2)-+ (1, 2, 3) 
“= WW WWW: 


< à P,P, a Hike Pis a Zapp EW iat aS ; 
Wy WW | WW: | (19, 3; 1) a (1, 2, 3). 
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Nous savons que les 16 P sont sur un faisceau de quartiqes; que les 
4 et V sont sur.une quartique unique, que les P et W déterminent un 
réseau de quintiques. | 

De même pour » = 5, d+ à — 2 prenons pour groupe ® un ensemble 
de deux points F,, F,; on peut réduire y, à une droite arbitraire y, et 
à la droite déterminée C,, F,F,; la droite F,F, ne peut done jouer le 
rôle de y,; appelons W,, W,, W, les points où F,F, perce C;, et V,, 
Va, Vis Vas Vs, cinq points en ligne droite de C;, on a la séparation 


P,P... Pig P;: 
(6) CW, W. Ws (16, 1, 2) + (1, 2, 3). 
| V:Va CSV aN Nae Ae 7 


On aurait pu décomposer y, en deux droites à un paramètre issues de 

F, ou F, : de sorte que le même groupe [16], + [1] peut être embri- 

gadé dans une séparation 

| Py Ps. Ps Pig. 7 ; 

i W,W, W,W, (16-281) ES), 
Y, Va Vi Ve 


* 


(7) 


où les W sont en ligne droite avec F, et les V avec F, ; ici il y a possi- 
bilité d’intervertir les V et les W. | 
Ce qui précède peut être interprété comme suit : le-groupe anormal 
complet P est corésiduel avec ® : sans toucher à ® ni P nous avons 
cherché parmi les résiduels communs V, (donnant m? points en les 
réunissant à P) ceux qui donnent les propriétés les plus remarquables, 
telles qu'une séparation V, = V + W où P, W, V ont les rôles expli- 
qués. On peut au contraire prendre deux groupes résiduels F, VsurC,, 
pour le degré d et prendre parmi les résiduels II de V pour le degré m 
ceux qui admettent une séparation P+ W —1II. Ainsi, si nous 
prenons m= 6, d= 2, f = 3, de trois points F,, F,, F, d’une C,,-nous 
menons une conique percaht C,, en V,, ... Voi les V définissent o0'* 
Beat ae C,, donc une série linéaire g}’ de groupes de points. 
P, ... P,, de surabondance 3; en général chacun de ces groupes a une. 
structure interne symétrique; cela n’est en défaut que si la sextique Ci 
contient un, deux ‘ou trois points F,, F:, Fj, circonstance signalée 
au paragraphe 11, ou que si les 23 points P forment un groupe : 
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susceptible d’une subdivision étudiée à l'instant : il suffit d’ adjoindre 
ia ee ee F,, zéro, un, deux, trois points de C,. formant avec F,,-Fy, F, 
le groupe appelé Det de mener par ® une C, décomposée en la conique 
déjà utilisée et une droite (si l’on a pris trois points, ils sont done en 
ligne droite ); en prenant par exemple deux points seulement, on voit 
_que la série linéaire g,? contient +? séries linéaires, gl? où chaque 
groupe P,P)... P,, a la surabondance 1 pour le degré 6; chacune de 
ces séries a Fate pour être connue explicitement, de la détermi- 
nation de deux points ®,, ®, pris sur C,; la droite ®,®, perce C, en 
WW, W,W, et l'on a la séparation pour le degré 6 : 


VAS PA es be DE | 
à W, W, W,W, 
[22,2 Jo+[1, 2}. 


Y 


Réciproquement chaque groupe complet de 23 points ayant la surabon- 


dance 1 pour le degré 6 correspond au tableau « 
meh, 
$ NUE F G > VM s 
| cubique. HER edi ted One pete Bs 23 1 


et peut être ainsi embrigadé : à ce groupe correspond un seul système. 

- de cinq points F et la bu peut être décomposée en une conique 

=. variable circonserite à trois d’entre eux et à la droite sera les deux 3 
“= “autres: Lens = ’ Re 
Pour n = 5 on ne peur obtenir que a schemas 


aa Seay ees (19) + (6). 
CEE à Pise (s;s); (18, DES, 9) > (14, 9) #1, 9)5 Gore Co) 
Bee ee Gb) (17,2) EG 5) G8) +, 5)5 : 
| (15, 3,1)+(r, 2,3); (19, 2,2) +1, 2, 3); (16, 1, 2) + (1, 2, 3); 

ee SRE (16, 2 esa, 3): (1751; 1)E( A, Or (14, 3, 2+ (1, 2, SES 


- \ 


, 


| Un exemple très simple est celui où + on prend les 3m points définis 
par C,,=0, €,=0; on complète ce groupe successivement par les 
2607 re (intersection deG,, avec (me — 3) droites arbitraires D,, D,, ..., 
en Ps on emArque” que. les Se successifs (Gens Cs); (GEAR 


| Lee td n 
2 ; je} 
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CCD Dy Nr OM ne surabondance les: nombres triangulaires 
a! sit) AE 


» de sorte que l'on a la séparation 
2 


Ey a Osan ss 


(3m —1, m.—2y.nv— 3, 0.4, 3,2) (6,8, m —3, m— 2). 


21. Hypotheses A, et B. — L'hypothèse A, se traduit par le tableau 


| heres dike F V PI SS} 


w Migs ee ® V+W P - 


où 60 et où ya, ne se décompose pas; dans la première ligne il est 
permis d'utiliser l’une quelconque des courbes de degré inférieur à 
m — 3 issue de V : employons donc ÿ,,3 de sorte que le groupe F sera 
remplacé par ® + W. On remplace donc le tableau (1) par 


VE Ne DEN V. P+W + S, 


ee Yd+ô-.... ® VE AW By s 


Nous dvons montré au paragraphe 13 que V étant situé sur une 
courbe y, de degré d, puis une courbe v,,3 de degré d+ à dont ya 
n’est pas un morceau, les groupes F et ® + W correspondants sont 
anormaux pour le degré d et d+ à respectivement, la surabondance 
de ® + W surpassant celle de F. D’autre part la surabondance s de P 
.est inférieure, sans égalité, à celle s+s, de P+ W: puisque P et 
P + W, dans le tableau (2), sont donnés par la même courbe y Yass onen 
conclut que la surabondance de ® + W pour le degré ad+6 surpasse 
de s, unités celle de ® pour le même degré; ® peut être ou non sura- 
bondant pour le degré d + à. 

L'hypothèse B se traduit par le tableau 


Nate | V P+wW S +8 


(3) | $ 
; Yarrrs. D \V+M ‘P $ 


tout pareil à (2) et donnant lieu exactement aux mêmes conclusions : 
la seule différence est que le degré minimum des courbes contenant 
V et V+ W est, pour (2), respectivement d et d+ ¢ (é>0 sans 
‘égalité) tandis que pour (3) ce degré minimum tst le même. Le groupe 
+ W est anormal pour le degré d et sa surabondance surpasse de 
s, unités celle ae . On peut condenser (2) et (3) et ne garder que (3) 


| 
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où 1l est entendu que d désigne le degré minimum des courbes conte- 
nant V+ W. Alors la seule particularité est que la courbe C’, issue 
du groupe V contient une fraction W du groupe ® + W,: or ceci est 
une circonstance déjà signalée au paragraphe 11a “RDS des groupes 
à structure ue 

Reprenons les notations générales : 


pr 


MÉRITE, PoC Re ni OM P 


Si lé groupe F a une surabondance nulle pour le degré d, il y a une 
seule courbe y, issue de V, comme nous l'avons vu.au paragraphe 13: 
done à un groupe P de cette espèce correspond un groupe F et un 
seul, de sorte que : $1 P et F ont des points communs, on s’en aperçoit 
aussitôt. ~ s q 
- Or ici pour (2), les groupes P + W et ® + Ww bi une partie W 
commune, mais si du groupe V on fait parue la courbe yg, on trouve 
P+W d une part et F de l’autre : il n’y a plus de point commun; 
d'autre part, par V parse à la fois yz et yz.s, donc il passe aussi une 
- infinité de courbes ,,3 autres que yz,3, de sorte que même avec le 
degré d+ 6 on pourrait, si on le voulait, avoir deux groupes dans la 
“colonne P et F sans points communs. Pour le tableau (3) il peut arriver 
que par le groupe V on ne puisse mener qu’une courbe de degré d, 
de sorte que P + W et ® + W ont nécessairement des points com- 


--muns W; mais s’il existe d’autres courbes de degré d issues de V, 


on peut encore faire disparaitre ces ee communs, 

Prenons unexemplesimple :m = 7, d = 3, à =o, donc hypothéseB. 
On prend deux cubiques y,, C,, et par leurs neuf points communs F,, 
“F,,..., F, on fait passer une C, coupant y, en V,, Vo, ..., Vio, lesquels 
~ sont donc intersection de y, et d’une C,. Sipar les V on fait passer une CL 
| quelconque ona un groupe de 37 points P de surabondance 4, à struc- 

_ ture symétrique. Or la C! au lieu dene contenir aucun point F peut en 
contenir 1,2,..-; 7 ou oe exactement (8 est exclu). Dans le cas où l’on 


- prend un seul point, le groupe W se réduit à ce point, F, par exemple, 


_ etl'onaainsiun groupe de 36 points particuliers p;, pa, sey Pse dé Sura- 


ee bondance 3 au lieu de 4, mais ce groupe est incomplet et admet F, pour 
parity Dre) (cela tient ace > que les cubiques qui contiennent Gee se Sine Ae 


+ 
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contiennent automatiquement F, et que C, passe par F,). Ce cas n'est 
done pas intéressant. On pourra done prendre la courbe C; de sorte 
qu’elle contienne # points F, avec 1 = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9(9, 1, 8 exclus ) 
et le groupe W se compose de cesz points. Le groupe p formé par p,, 
. Par. à la surabondance 3; réuni au groupe W il donne la 
surebondanes 4. Il est à remarquer, d’après le tableau T pour m= 7, 
que tout groupe P de 37 — x points, de surabondance 3, porté par C: 
donne un groupe et un seul de 7—x points F, car, parle groupe P, on 
mène une courbe C:, d’où l’on déduit 12 + 1 points V situés sur une 
cubiqué et une seule : la variation de €: ou du groupe V ne modifie 
pas le groupe F. Sur la courbe C, prenons z points au hasard et expri- 
mons qu'ils forment avec. les 5 — x points F obtenus la base d’un 
faisceau de cubiques : on a une seule équation az inconnues; il suffit 
,d’adjoindre aux points P du début ces points ainsi obtenus, formant 
une série algébrique, mais non linéaire, pour obtenir un groupe -de 
37 points qui, cette fois, a la surabondance 4. 

En prenant »m —6, d= 3, 6 = 0, on a un cas rentrant encore dans ~ 
l’hypothèse B : on prend donc encore deux cubiques y, et C, et par leurs 
points d’intersection F,, F,, ..., + on mène une Cy; y, et Cy se coupent 
en neuf nouveaux points V,,..., V, qui sont encore bases d’un faisceau 
de cubiques; de la sorte si la courbe C! menée par V,, V,, ..., Vo. 
contient points (t = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9) prélevés sur les F on pourra 
remplacer la cubique y, issue des V par une autre y, de façon que le 
groupe FF)... F, et le groupe P,P, ... P,; n’aient plus de points 
communs. | 

On a aisément un exemple du type A, en prenant une AE Vs 
une courbe y, et leurs 21 points communs V,, V,, ..., V,,; par ce 
groupe V on fait passer une courbe C,, qui est rencontrée par y, en 
neuf points nouveaux F,, F,, ..., F, bases d’un faisceau de cubiques et 
par y; en 49 points nouveaux F°, F,,..., F,, bases d’un faisceau de 
septiques. Ceci revient à à prendre. m —=10, “ne 3, à = 4 et à employer 
le tableau 


SF: a. Wi AR. h. se 
cubique .... 9 I 21 7 
séptique.... "49 1 at 79 1 AG 


SYSTEME LINEAIRE DE COURBES ALGEBRIQUES DE DEGRE DONNE. T 301 


: Ons 'arrange pour que la courbe C,, issue de V contienne 7 points 
du groupe FF, ... F;,; si les 49 points F’ n’offrent d’autre particu- 
larité que de vies Ja base d’un faisceau de septiques et la Séparation 


CAP dope la proposition de Cayley la courbe C;, ne peut 


contenir 70 — 15 ou 55 points communs à y, et C,, sans ey contenir 
tous : or elle contient déjà les 27 points V, done on devra supposer 
1< 34; d’autre part il faudra aussi gue u surpasse 15, car si nous 
reprenons le tableau 


À 


Bho ew at D UN NS s+ 5 
eae i ON EW P os 


le groupe ® contient les 49 a zt points non communs à F°, F,,..., F,, et 
au groupe de 79 points découpé par C’,; si 7515 on a 49 — 1734 et 


alors, sauf disposition spéciale des points F., ..., F’,;, toutes les courbes — 


de degré 7 contenant au moins 34 d’entre eux contiennent les autres; 
donc z est l'un des nombres 16, 17, -.., 33. Il y aurait done une 
discussion minutieuse à faire si l’on voulait élucider les cas où ¢ peut 


surpasser 33 ou rester inférieur à 16 : cela réviendrait précisément à — 


étudier au point de vue du degré 7 tous les groupes de 49 points 
intersection de deux septiques (Cramer) et au point de vue du 


degré 10 les points communs à une :septique et une courbe de 


degré” 10 (Cayley). 


22. Surabondance d'un groupe incomplet. - — Dei courb 08 Gin Ci Se 
rs en m? points : nous séparons ces points en deux groupes P et 
; il faut montrer que la surabondance pour le degré m du groupe P est 
bs pombie de Cn linéairement distinctes issues de V, même st P n’est pas 
a complet. Si P est complet, c’est déjà démontré. Soient sla surabondance 


(s=o) du groupe P, A+ 1 la dimension du système linéaire des F,, 


AN ua 


: issues de P; on a, p désignant toujours —I et p le nombre 


des P, x < 
/ je hepap+s, 


Les Pre Ti issues fie P découpent: surC,, une série g En et, d’ après 
Riemann- Roch, la différence m?-— p — hk = m° — po —s Sa —smontre 

| que sis — 0, la série est normale et qu ln iy a aucune C,,_; issue de V; 

Am. Ec. Norm, (3), XLI. — - JUILLET poe. CRT 26 4 


sf 


\ 


PAL IE 
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SE bar if Hames s est le nombre des Cy linéairement indépen- 
dantes issues de V. Remarquons que la série linéaire 2, découpée 
sur C,, est effectivement complète, car nous supposons la courbe C,, 
dénuée de point singulier, de sorte que toutes les courbes algébriques 
: jouent le rôle d’ adjointes. 


/ 


L'interprétation géométrique du théorème est d'ailleurs intéres- 


sante : supposons d’abord P complet : on peut assujétir les courbes — 


C,-3 issues de V à successivement o, Take , (§ =1) conditions 


. linéairement. indépendantes : ce sera par RO la condition de 
contenir 0, 1, 2,...,5—1 points choisis parmiles points surabondants — 


du groupe P; soit = l'ensemble des points ainsi choisis parmi les 
surabondan(s et posons 


_P—r=p, V+r= V!. 


+ 


‘La proposition. énoncée ici signifie que P” est anormal ie la 


surabondance de P’ est s— s/, où s’ est le nombre des points met la 


dimension du système linéaire des C,-, issues du groupe. Vit, au 


. lieu de V tout seul, est s - 1—s’ au lieu de s —1. I] n yaaucuneC, ; 


contenant V et ensemble des points surabondants dé P.: 
Supposons P incomplet; soit s’ le nombre des points virtuels: FRE 


- série linéaire ge, contient s’ points fixes formant un groupe t æ contenu 


dans V et elle peut être découpée par les courbes d’un même degré — 


dim —3 issues d’un groupe de points F : mais alors toutes ces 


courbes y, contiennent tT, de sorte que F lui aussi est incomplet pour — 
le degré d et que + est une partie virtuelle de F; mais remarquons que 


aR peut admettre encore d’autres points virtuels, situés hors de C,, : 
ainsi si P est incomplet, F l’est aussi; mais même si P est complets 
_F peut encore être incomplet. 


pl 


CHAPITRE II. 
PROPOSITION DE CAYLEY. 
ie Systèmes de SN de degré. n contenant les mn points communs 
à une € Cx et une 2 Cr données, n° =m. = Étudionà toutes les courbes de 


‘ 


caters 
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poet q contenant les mn points communs à deux courbes C,,, C, qui 
n’ont aucune periion commune. 


Sim<n, il n’y a que la courbe Cy. seule de son degré, a ‘contenir 


les mn points; si C,, est indécomposable, cela résulte dle ce que 
mn >m*, Si C,, se décompose, on pourrait se demander s’il n’existe 
pas une autre C, , ayant avec C,, une partie commune C, : on aurait 


M LM 
C0 Ce, Cu = FE : 


où C,etG, n’ont plus de parties communes; or les mn points contiennent 
pn points (Gs Cn) et gn points obtenus indifféremment comme (Gz; Gr) 
our (Gs Gy) et puisque a <n, il faut nécessairement que C, et C! coin- 
cident. Doncil n ‘ya qu'une courbe C,, décomposée ounon. [n’y adonc 


aucune courbe de degré inférieur à m contenant tous les mn points. 
m(m-+-3) 4, 
a déter 


2, 


Sur les mn points il y en a nécessairement minant une 


seule C,, et sur cette C,, ainsi déterminée, nous allons voir que les 
mn points offrent une configuration spéciale. 


Il y a des courbes de ents WHOL, Te aie ..m— 1 contenant les . 


_ mn points; toutes ont avec C. un nombre de points communs supérieur 


au produit de leur degré par m; si donc C, est indécomposable, 
elles admettent C,, comme portion de décomposition; si C,, se décom- 


pose, c’est vrai encore, mais moins immédiat: en tout cas celle 
courbe C, admet avec C,, un morceau commun Cp 
: On = C; pUm—ps Cu = Cr 


C3 


La Nath Ge, admet tous les points communs à ee et C, et comme 


elle a un degré inférieur à 7, supérieur à m— p, elle admet soit la 


totalité de C,,_,, soit une fraction de C,,_, comme portion : donc, en 
continuant, on voit que tous les morceaux hae Cy» sont parties de C,. 
Cherchons maintenant les diverses courbes d'ordre n passant par 
les mn points. Posons n=m-+k, k>o. Je vais démontrer, par une 
méthode que je crois originale, la proposition classique : l’équation 


, 


générale cherchée est 


= | 


1) LS : 5 “f ays Cat ACh 20: 


Ae 


où 1 Cr et Cet sont les deux eourhes données, À une constante rule 


+ 


204 BERTRAND GAMBIER. 
et C, le polynome général de degré # en æ et y. L equation (1) contient 


(kp 1) (e+ 2) à 
2 


paramètres homogènes; la courbe générale d’ordre m + k contient 


(m+ h+1) (m+ k-+2) 

— we 2 

paramètres homogènes; en imposant à cette courbe les »m(m+#) 
points d’intersection, on a E= m(m-+ &) équations à I inconnues; la 


solution fournie par (1) est solution particulière ou générale; la 
situation générale renferme donc 


(k+1)(k+ 2) 


+1i+u 
2 


paramètres homogènes où u est un entier=o. Si C,, est indécom- 
posable, prenons un point de C,, distinct des m(m + £) points en jeu; 
la seule équation complémentaire donnée par ce point diminue au 
plus d’une unité le nombre de paramètres : or la solution générale est 
_alors C,Cx puisque la .courbe a m(m+#)+1 points communs 
‘avec C,,, de sorte qu’on obtient exactement Sets ES Bes paramètres 


homogènes; cela exige u =o, 

Si C,, se décompose, soit C, un morceau indécomposable de C,,. 
Imposons à la courbe inconnue de contenir un point de C,, elle 
contient donc eh tout entière. Si l’on pose 


“ 


Cn = Cp Cas Lu = G, Ge 


on voit que C,,, contient tous les points communs à C, et G,,,, : d'après 
ce quia été dit plus haut, C,,, contient donc C, tout entière et finale- 
ment on a encore | 

PAPE Cin Cy, 


et la conclusion subsiste. Nous pouvons remarquer que cette démons- 
tration -n’a pas à utiliser le théorème du reste ni la théorie de la 
résiduation. L'ensemble des E équations se réduit donc exactement au. 
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nombre e d’équations indépendantes 


LR 1)(m+k+2) NES 
DL re 2 


On peut écrire 
| aus ee 3) DEEE 


‘el | | io ROUE [came le Lee chin THURS 


2 


Done p points convenablement choisis sur C,, suffisent pour que 
toute C,,., les contenant contiennent eue les autres; le 
groupe des m(m + #) points a la surabondance 9’ pour le degré m + k 
et se trouve au tableau T pour le degré m+h à lise Yao pour 
f =o : la surabondance pour être educuvemudit non nulle exige 
que m= 3. 
Si C,, et C,,,, sont quelconques vis-à-vis l'une de l’autre, tous les : 


choix possibles de ¢ points donnent bien b points fondamentaux ; on. 


a, puisque kt, km= -3#23 et par suite 9 > oes +2: il est à peu 


| près évident qu’un choix de p points fondamentaux contient Eu) 
points déterminant une seule C,,3 en effet si ces 9 points appartiennent . 
à deux courbes Re C!, différentes, la courbe C/G, où C est a 
ment arbitraire est de degré m + et par suite contient les p/ points 
complémentaires communs à ee et Cin; comme C4 n’a aucun. point 
fixe, c’est C!, qui contient ces poire complémentaires, done C’,, coin- 
cide avec C. ae. he 
Il est intéressant de vérifier par é procédé suivant pourquoi la 
done des 9 points, bien que ne déterminant pas C,,,x, oblige C,,,7 à 
percer encore C,, en p’ points fixes. D’abord nous avons vu que 


k : hey 
e est inférieur au nombre Mu an ee ak de la quantité 


py 
CÆHT) (4 +2), m(m +3) 
9 


; sur les 9 points conservés, il y en a M — A 


qui définissent une seule [ae Assujétissons la courbe C,,., à contenir 
ces M points. Si l’on pose à. 


| Omen Ay a,x; ee any + agate, i OM y™ + amo iy 


en dehors des 


m(m + 3) 
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nous avons M équations linéaires et homogènes en dy, @,, ay oak tae 


Ay +19 as 
M-+1 premières colonnes de la. matrice est différent de zéro : la 


courbe obtenue dépend donc de 


(m+k+i)(m+k+ Al __m(m+3) _ _ (eye) 
2 5s hie et 


ai km 


“ 
« 


paramètres homogènes; donc C,; étant une courbe arbitraire de degré k 


la SR est de la forme At . 
(3) Gulia I Chl (EL SET ERP + Mn CE = 5: 
où ca pena cm " sont Am courbes convenablement ST 


d'ordre m +4, n Ratio pas C,, comme morceau de décomposition. 


Assujétir maintenant la courbe (3) à contenir un nouveau point de C, 


donne une équation linéaire et homogène par rapport aux À seuls et 
c’est pour cela que la donnée de 4m — 1 points pris au hasard sur Cm à 


m(m mee) 


des A de ee a ramener l'équation (3) à la forme 


(4). G a meyer: oe OT 0; 


fé 
x 


où G4 est un i polynomne déterminé et l’on voit ainsi que Yona 0’ points g 
nouveaux fixes, communs à toutes courbes de degré m+ hk, consé- fixe 
à 


quence dés 9 points: successivement donnés. En général si une courbe | 
Lace contient RUE) 


tient C,, car il fut tenir compte des 9’ points virtuels déterminés par 


üm(m+k)+r. SRE 3 | a 


‘4 


© 2. Schémas relati fs & mn points communs à une C,, et une Ge — ie 
mn points (Cm, C,), en supposant 2 > m, forment pour le degré n un $ 


groupe de surabondance. of = DR 8), Le nombre! est indepen: 


dant de n. Dans le cas général on ne Boni obtenir que la : séparation 


CSM At GRR ake 


“ ve j 


‘ or tee er 
~ Q , Nr 
a 


+ pour lesquelles un déterminant d’ordre M compris dans les 


primitifs détermine les rapports mutuels | 


Em points pris au hasard sur Gis elle ere 


+ km =1 points, ce qui a le total des points communs 4 : 


+ 
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Mais on pourra dans certains cas particuliers obtenir une séparation | 
(2) Lors @olurx + [0i, @], Gi + W2== p, BE p, 


_et l’on pourrait, sans modification, recommencer tout ce qui a été dit 
au HR précédent, paragraphe 8, car les valeurs précises de m, k, 
e, e ne jouent aucun rôle particulier. | 

Le schéma (2) indique qu'il y a sur C, un groupe de points 
Pi... P{ admettant comme points virtuels pour le degré m+ # le 
groupe Q,” ... Qs,’ : ces derniers points sont nécessairement situés 
sur €,,, car la coùrbe C,, réunie à une C, arbitraire forme une courbe de 
degré m + k et le total C,,C, devant contenir les Q"), en vertu de ce 
que C4 est arbitraire, c'est C,, quiles contient, Les courbes Vix passant 
par les w,+ 0, points P et QU découpent sur C,, une série linéaire 
de groupes de points g%:,9,5 cette série est spéciale, car Dee 
peut donc recommencer le tableau T avec les mêmes groupes F et V 
sur C,,,mais par Von mène une courbe [,,,, et nonuneT,,,; la colonne P 
_ est done modifiée, le nombre qu’on y inscrit est égal à celui obtenu 
… précédemment augmenté de m4; le groupe P est l'intersection de Cm 
etl, 43/a on diate s est celle déterminée précédemment, égale au 
nombre de pe linéairement indépendantes passant par V (ce résultat 
sera généralisé plus bas). La dimension du système linéaire de T4 


(kK sea 


issues de P esth + — ae ya par exemple certaines restric- 


tions qui sont no ou du moins atténuées. Dans le tableau T 
on doit négliger certaines lignes obtenues as d= 3 et correspondant. 


à un nombre f tel que 


is fs “nes 


Ge ou ‘ia: moins ne les écrire qu’ ‘en tenant compte de la proposition de 
Cayley. Par exemple pour m = 6, e423, /=15.4S 1, on peut mener 
par les 11 points V une F,, ote n’est Loi obligée, comme une F,, de 
contenir le point F. Pour m= 8, d= 5, &=1, il est inutile d'écrire : 
les lignes f=1, f= 2, mais pour fe 3 on peut la iad pourvu 
que les trois points F soient en ligne droite. 

On ebuient ainsi, avec. IR même C,,, les mêmes groupes F et Y, des 
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schémas simultanés 


| (04, Go) TE (6, 0») Lo + mk, 2 | mre [9,, 6], 
(4) { [oy ln + [4] [oi + MK | nek + [4 ], 


où les w,, w,, 9,, 0, ont la même valeur de part et d’autre. De même 


tout schéma 
(a, Da, ss Wp) + (4, Oss oe ads 


donnera le schéma simultané 


Loi + mk, Wo; ...,; ©plmer + [61 00: .. 0h]. f \ 
3. Courbes de degré q contenant mn points (C,,, C,) en supposant 
m<n<q. — Par un raisonnement très élémentaire, n’empruntant rien 
au théorème du reste ou à la théorie de la résiduation, j'ai obtenu 
l'équation générale des courbes F,, contenant les m? points communs 
à deux courbes C,,, C!, données ou des courbes F, contenant les mn 
points communs à une C,, et une C, données (m<n). 
Mais je ne recommencerai pas de raisonnement semblable pour 
obtenir des courbes C, contenant les mn points communs à une C,, et. 
une C, données, en supposant g surpassant à la fois m etn et m°n. 
J'admettrai ce résultat classique que toute courbe C, contenant l'inter- 
section complète de C,, et C, (m£n) a son équation de la forme 


(1) AC, + BC, = 0, 


où A et B sont des polynomes entiers. Pour une même courbe, A et B ont 
une infinité de formes possibles, à savoir, en fonction de l’une d’elles, 


L 


A Ta OC, et B + GC, 


où Ü est un polynome arbitraire en æ, y de degré p. Si g<m+n, il 
y a un couple simultané et un seul A, B pour lequel le degré de A est 
gq — m, celui de B,g — n. Si l'on ag=m+n+p où pestunentier 0, 
on peut obtenir des couples A,:B de degré effectif g — m et g—n 
respectivement, mais si le degré de 0 est au plus p, oug — m— n, on 
ne change pas les degrés dans le couple modifié. La démonstration de 
ces propriétés s'obtient par des procédés très élémentaires, basés sur 
la théorie de la division et de l'élimination, sans avoir recours à un 


(4) ANS PAC EL md 
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dénombrement de constantes; je renvoie par exemple à un mémoire 
de M. Lebesgue, déjà cité, Annales de Toulouse, 1923. 

Nous supposons C,, et C, sans partie commune; si q <m+n sans 
égalité, en prenant pour A le polynome arbitraire de degré g — m et B 
de degré q — n, tous les paramètres figurant dans (1), en nombre 


(>) 2 LR RS mn le eer Cg ea) 


2 | 2 
sont effectivement indépendants, parce qu'il n’y a pas d'identité 
(3) es 2 CT SE Ce D 


qui exigerait, C,, n'ayant aucune portion commune avec C,, que C,, 
divisat T,_, et par suite 9° m + n. Si done on pose 


“ 


4 7 MEN, 


2 


les E équations, linéaires et homogènes à I inconnues, obtenues en 
imposant les mn points (C,,, C,) à une C, inconnue, se réduisent 


_exaclement el sans exception mue à un nombre ep: 


AUC ns nee m +1) (q — me +) 0 Ge) 


2 - 


(5) 


La différence mn — e que j'appellerai o’ est 


ee? à Mn —1)(m+n-- i— 2.) 
(6) i p=! . ce a 


Ceci donne la propcsition de Cayley sous la forme précise que j'ai 


donnée au début du Chapitre I. Il faut choisir les ? points conservés 


sur l’ensemble C,,, C, soit au hasard, c’est le cas général, soit avec 


_ tact dans certains cas particuliers que je préciserai bientôt L'expression 


de p’ décroit quand g prend les valeurs entiéres croissantes 


IT, ENS QE HAUTES 


et te est nulle pour q= m+n —2 ou m+n—1. Sim<n sans | 


m (me 


égalité, le nombre mn — 9’ surpasse ae) dés que le nombre g 


est égal an, donc celasubsiste pourg=n ps To. mo de.sorte 
Ann. Ee, Norm., (3), XLI. — Juiicer 1924: ply} 
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que.les mn — o points fondamentaux pour le degré q déterminent LE | 
une seule C,, :la vérification se fait comme au paragraphe a; Pour I un 
des degrés m + p supérieur am, inférieur an, les mn points définissent 
des courbes toutes décomposées, C,,C,, de sorte que les mn points 
forment un groupe anormal incomplet (avec infinité de points virtuels ) 


de surabondance git A VRP 
; 2 2 


m[22—m—ap— 


» di 3}* 5 | ice 
c'est-à-dire J, Cette surabondance, égale pourp—=oa 


m(2n — m— 


) décroit de m à chaque fois que paugmente d’une unité : 
2 . . 


On trouve dont pour D'= 10127, 27/2225 Ne PER ae BUS 


m[2n—m—3] m[2m—m—d] 


d ne 2 
(7) m(m+3) m(m+1)- Mme), 
PRE de ep Does meme Le. LCI « 


2 2 3 2 


+ 


etpourg=n,;,n+1,...,m+n—3: He. 


(m—1)(m—2) (m—2)(m—3) rx 


Z Ye 
“9 6, 3, Lie oe 
2 2 . 


(8) 
La ligne (8) donne les triangulaires successifs et se prolongerait a 


gauche par les deux derniers nombres de la ligne (7). 


4. Configurations critiques relativement a la proposition Cayley. — 
Quand nous avons étudié les m? points communs à une C,, et une ©, 
au point de vue des courbesT,,, qui y passent, ou de même les mn points 


(Cm Gr) au point de vue des courbes T, qui y passent, ou encore des | 


courbes de degré g, (m°n=q=m + n— 3), nous avons, dans les trois 
cas, séparé les points d’intersection en deux groupes. contenant 
e points fondamentaux et 9’ points surabondants; la valeur précise de 
e et p’ n’intervient pas immédiatement dans le raisonnement ultérieur : 
nous avons conclu que, sauf disposition spéciale, toutes les courbes du 
degré étudié (m, n, g suivant les trois cas) qui contiennent ep points 
choisis au hasard sur les ¢ + 9’ contiennentles p' restants (9 + p! = m?, _ 
mn, mn suivant les trois cas). Les rectifications apportées à ces 
résultats dans les mémoires déjà cités (Cramer, Cayley, Bacharach) 


SYSTÈME LINÉAIRE DE COURBES ALGEBRIQUES DE DEGRÉ DONNE. 211: 


ont surtout consisté à montrer qu’avec une disposition convenable des 
courbes C,,, C,, C, étudiées (m<n=q pour comprendre les trois cas), 
la courbe C, peut contenir soit & p PUS: soit même o + 1 convenablement 
, choïsts sans contenir pour cela les o! ou p! — 1 restants; mais ce point de 
vue est mal choisi pour étudier la question ; il est bien clair que si les 
9+ points P choisis n’entrainent pas les autres, a fortiori 9 points 
P’ pris au hasard sur les o +4 points P ne peuvent entraîner les 
o’ restants; par conséquent les 6 points P’ conservés ne peuvent 
donner e équations distinctes; donc p — » seulement donnent des 
équations distinctes et entrainent un certain nombre de points virtuels, 
en nombres otis“ A; réciproquement si 9 — À points (À > 0) donnent 
des équations enacts et entraînent des points virtuels, en nombres, — 
on obtient un groupe de p — h+5s points formant un groupe anormal 
complet contenu dans le groupe anormal étudié deo + ¢' points; si sh, | 
ona done un exemple où les courbes C, contenant ce groupe partiel 
d’au moins ¢ points ne contiennent pas automatiquement les restants ;- 
_ maissis <A, ona une disposition qui n’a pas été étudiée par les auteurs 
cités et qui, pourtant, conduit encore aux résultats étudiés par eux : 
en effet (et ceci est vrai même pour s? A), les 0! + A — s points restants 
2 . peuvent être séparés en deux groupes, l’un R de A points, l’autre S de 
Pa p’—s points tels qu’en ajoutant aux ep —A-+s points déjà séparés 
successivement 0, 1,2, ..., À —1 points du groupe R on n’obtienne pas. 
de point virtuel nouveau et les courbes C, contiennent alors successi- 


DA | 
pooh S, pha $i. vO+Ss Et! 


: points communs à C, et C, sans contenir les autres; puis brusquement 
en ajoutant le dernier point du groupe R, les p — $ points restants 
sont Dane automatique de ceux déjà pris; comme sr on a 
o+s—1°p. Cest bien à ce point de vue que nous avons étudié les 
m? points (C,, G,) et les courbes T’,, qui y passent : les schémas _ 


A Dr à ro) FRG) 
| ‘où même | . ; | 
(2) PA NC TEE Ga  reU Le ES | 


sont la conséquence de ce raisonnement; le point de vue que je propose 
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est bien mieux approprié a la question et nous allons le reproduire en 
supposant mSn, niqgim+n-—3. Sim=n, on aura simplement 
m<ql2m—3. 

Je rappelle qu'on a posé 


(3) pia (mano OR I g EN (e—mn—p") 


et obtenu la séparation 
(4) Celo+Cp'l: 


Nous supposons donc qu’on ait obtenu un groupe normal mais 
incomplet de p — h points complété par s points surabondants, relati- 
vement au degré g. Appelons P ce groupe contenant 9 — A + s points, 
formant cette fois un groupe anormal complet pour le degré q. Les 
courbes I, issues du groupe P ont une équation de la forme 


(5) Ga Gp! Aa Cato 1, Cea, GER: erties ag 


car elles sont soumises exactement a A conditions linéaires de moins 
que les courbes C,,C,_,, + C,C,_,= 0; les À sont des constantes arbi- 
traires, C,_,, et C,_, sont deux polynomes arbitraires de degré g — m 
et g — n. Les courbes (5) n’ont pas de points fixes en dehors de P, 
done découpent sur C,, une série linéaire de groupes de points tous 
variables g* 
w==m(q—n)+p’th—s, 
(5°) | RAR CE MERS SN RS 


En vertu de la valeur (3) de 9’ on peut écrire 


(6) we MON GEG OT) Laas 
d’où 
(CNRS FT pe ent ALES | Gash 


2 


Ceci signifie que la série g* est spéciale, et d'après Riemann-Roch que 
le nombre de C,,.., linéairement indépendantes issues d'un groupe W de 
celte série est égal à s; les mn points communs à C,,, C, ont été partagés 
en deux groupes : P est celui qui est étudié, soit V le groupe restant. 


} 


\ 
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La série g* peut être découpée sur C,, par des courbes de degré 
m—3— À, où A est un nombre entier déterminé o<ASm — 3, issues 
d’un groupe fixe F de points pris sur C,,; sur C,,, F et P sont résiduels 
tous deux de W; donc V résiduel de P par C, l’est aussi de F : soit le 
diagramme, telatif: AQU 


F REP ee Bee PE à 
m—3— 2 PRE 
W y q P 


Les points V sont donc sur une courbe de degré m+n—gq—3 au 
plus; la réciproque est vraie; d’ailleurs à chaque courbe de degré 


m+n—q—3—X issue de V correspond une courbe m— 3 — À 


issue de W de sorte que nous pourrons apprécier la surabondance 
exacte pour le degré g d’un groupe P prélevé sur les mn points (C,,, 
C,) en cherchant le nombre de courbes de degré m+n—gq—3 
linéairement distinctes issues du groupe complémentaire V : ce résultat 
s'applique encore si le groupe P n’est pas complet pour le degré ¢ et 
cela se voit comme en fin du Chapitre I. Mais si P est complet, 


s est inférieur a 0’ ote égalité, parce que les C,,_, issues de W sont cn 


nombre inférieur à 0". ; 

Nous remarquerons ici qu’en cherchant à obtenir de tels groupes 
sur une C,, donnée a priori, on doit fixer les valeurs de n et q; il faut 
choisir un groupe F, situé sur C,,, n’ayant pas de points virtuels sur C,, 
pour le degré m— 3 — }, d'où Von puisse faire partir des courbes 
C2 1 variables sans partie commune ; lenombre À doit lui-même être 
fixé; il faut de plus que du groupe F on puisse faire partir une 
courbe, variable ou fixe, peu importe, de degré m—3—X—(q—n); 
ce dernier degré est inférieur au presede nt si g>n. Cela fait, du 


groupe F on déduit divers groupes W, dont la substitution mutuelle 


est indifférente ; dun groupe W on déduit toujours sur C,, divers 
groupes P; la courbe de degré m-+-n —q — 3 — À, supposée exis- 


pea issue de F, permet de trouver le groupe V associé a P. 


_ Soit f le nombre des points F; on a 


#35 ee 2 RUT, Fy ae 25 


RHE CTCL OY CERTES Tp ee een pert) eee 
Sy eee 


‘bh va 1 7 4 ne ¥ 
Te Pia . 
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Sig=m+n—3,ona nécessairement, d’après le diagramme employé. 
} = 0; or o’ =1,-done s= 0; autrement dit pour g =m + n— 3 on ne 
salipatt avoir exception pour la proposition de Cayley : l'un quelconque 
des mn points (Gn, Cn) est surabondant pour le degré m+ n — 2: 

6 Nous avons eu au Chapitre I des exemples nombreux ou l’on 
suppose m=n, g2n oum<n, g=n. L'exemple le plus simple où 
l’on suppose »m < n <q doit se rapporter à g =m+n—#4; on prend 
g—n—1,de sorte quem=5,n=6,q=7. Le rs ‘est égal 

VA, p68 El à 27. Le diagramme montre que m+n —gq— 3 — À n’est 
pas dus ici on trouve 1 — A, donc À est nul; les points a groupe V 
sont en ligne droite et situés sur C,; donc on doit prendre un groupe V 
formé de + 4 ou 5 points en ligne droite et faire passer par ce gone Vv. 
une C, et une C,, on en deduit un groupe P formé de 27, 26, 25 points 
tandis que le groupe F est formé de 2, 1 ou o points; la surabon tante 
est 1 pour le degré 7. On a les diagrammes sur C; 


wy # 
> ‘ 


pepsin, Ne | aR AC VUE RU PR MN a Res M 
AU Gens 2 6 Sis Sas 
SW are gW 3 ne ra NES 29 P 


Dans le premier cas, les 27 P. sont : sur des sextiques d'équation — 
C,C,+C,=o0, où C, est une droite arbitraire et C,, C, les deux » 
courbes employées; le groupe a donc la surabondance 3 pour le degré 6, 


et il est incomplet, ayant été formé en amputant de 3 points un 


- groupe complet de surabondance 6 pour le degré 6; le fait que les 
trois points sont en ligne droite ne donnent aucune propriété spéciale 
pour le degré 6, et n’agit que pour le degré 7 où la surabondance est 1 
au lieu d’être zéro. Pour le second eam le groupe de 26 points Pp 
est un groupe complet, anormal de sunabondante 3 pour le degré 6 

i : obtenu directement au tableau T pour m= 6; pour le troisiéme dia- 
| « gramme on a les 25 points de base d'un faisceau de quintiques, groupe 

=. ae peta ou complet pour les degrès 5 5 et 6. ; 


croissants." — Les mn points (Cn, Cy) ferment un groupe normal pour 
. les degrés successifs M+N—2,m+n—1I,m+n 


> ee ee 


Il y a une question intéressante à étudier : soient un groupe P de H 


1 


5. Surabondance d'un méme groupe pour des degrés successifs 


x 
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points et m le degré minimum des courbes algébriques circonscrites 


au groupe; sotent s, s,, s,, ... les surabondances du groupe pour les 
degrés m, m +1, m+ 2, ... : nous allons démontrer que 
SES SES eas 


sans égalité jusqu'au moment où s, Sannule et reste définitivement nul. 
Sot ‘ 2, A 
Pour m= H on est certain que le groupe est normal; on a même vu que, 


sauf le cas où un nombre suffisamment élevé de points seraient sur 
‘ H-+1 


une droite ou une méme conique, le groupe est normal si MES 
Pour ne pas multiplier les notations, désignons par m l’un des degrés 
pour lesquels il existe une C,, circonscrite au groupe; il existe donc 
aussi des C,,,,; il importe de montrer que tout point surabondant du 
groupe pour le degré m + x l’est aussi pour le degré m; de la sorte tout 
point virtuel pour le degré m» + 1 est aussi virtuel pour le degré m. 
Cela tient à ce que C,,C, où C, est une droite arbitraire est une C4, - 
circonscrite au groupe, or ce n’est pas C, qui peut porter les points 
surabondants, donc c’est C,,; s, étant la surabondance pour le degré 
m+ 1,s pour le degré m, les Hs, points fondamentaux pour le degré 
m +1 peuvent, a priort, former un groupe normal pour le degré m, 
dans ce cas onas=s,; s’ils forment un groupe surabondant, on a 
s >s,, Il faut montrer que s > 5, est la seule hypothèse exacte. 
Remarquons que les C,, circonscrites au groupe forment un système 
vet les C,,., un système 2. Montrons d’abord a 


; (2£<hA,£m+o, 
() : (ssSs-+ma2—h, 

(h,<m-+ 2 sera donc, sis, n’est pas nulle, la seule hypothèse admis- 
sible). La courbe C,xestune C,,,, particulière et non générale, circons- 
crite au groupe, donc À, > 0 sans égalité. Les H points ont pour le 
degré m+ t des points virtuels en nombre nul, ou positif fini, ou infini : 
dans ce dernier cas les C,,,, ont une partie algébrique commune, ne 
remplissant pas le plan. Donc on peut trouver un point À non confondu 
avec un point virtuel; le système H, A: donne peut-être de nouveaux 
points virtuels, mais on peut trouver un point B distinct des points vir- 
tuels du total H, A; done pour le degré m+1, A et B fournissent deux 


\ 


DAT. | 


i ay: à 
AA 0e points D pris sur une droite quelconque; ‘toute Cr circonserite ee 


. degré m; on 1 obtient done s. Per va déduit | et SNE RS te ra 


é a hypothise 0 2 Sans est seule admissible sis > pie i ; rs ec. a 


| partie commune. Soient F, V les groupes associés dans le tableau T T 


' “ , =e 


| à ) à + 
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‘équations distinctes entre elles et des Arte des aux H points; si yo 
lon veut on a A+, paramètres liés par deux équations linéaires 12 


indépendantes, avec la solution particulière CD, où D est la droite AB, 
solution à À paramètres : ‘done k;221 Adjoignons aux H° points Be 


au groupe P, D se réduit à la droite portant les points et & une Ci. : 
circonscrite a au groupe P:onaa écrire pour Ce les H équations | on d a 
dues aux P, puis les m+ 2 équations dues aux D; ces derniéres — | 
équations ne peuvent réduire les paramètres linéairement indépen- | 

_ dants que de m + 2 au plus; elles les réduisent effectivement de hier 

donc h,Sm-+ 2. La seconde ligne de (1) se démontre en comptant la 

surabondance de P, D pour le degré m+1 de deux façons : dans 
l’ordre P, D, d’oùs, er +2 — hi); puis dans I’ ordre D, P: une fois RE 


Fe la droite, obtenue comme conséquence des m+2 points D, il n'y a 


plus à se préoccuper des D et il suffit de raisonner avec les Pet le = 


( y AA ; 4 , s ’ ~ pa 


0) fs Re SUN sim 


6. en d'abord A groupe P complet pour Te nee m, et par « se PS 
_suite de la remarque déjà faite, aussi pour le degré m+1. Cela écarte Pea 
done le cas d’une C,, unique ou de C,, toutes décomposées avecune 


pour le degré m à notre groupe | P. Toute C,,,, issue de P coupe Ch en x i ae 
_un groupe V’ situé avec F sur une Yaris tandis que toute C,, issue de PP. 4 
coupe C,, en un Broupe V situé avec F sur une ya; les réciproques ae: 
sont vraies. On a d + 1<m— 2; hestla dimension du système linéaire oid 
des y, issues de F, ¢ la Pict as? de F pour le degré d; h’ et a! ag 
signifieront les éléments analogues pour F et le degré d+ 1 au lieu x 
: de d. Appliquons le résultat s $=, me 2 h,, démontré antérieu- vo 
rement, en tenant compte du changement à à faire dans les notations; terns 4 | 
système Cn a pour dimension 1 + h et le système * Gus 3 + h'. Donc GAS 


(1) om Se On ae AMC 4 is L a fs fy fos Mane 
oe ahaa LIT RES GE M MEET AE 


- 
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la comparaison donne | 
és | ie is = yoo ea md — os 
or ¢ —9!20, m2d+ 3, done 2 


(3) ; 3 PNTEES s 


N'oublions pas que nous raisonnons eu ce > moment sur un groupe 
anormal complet pour le degré m. Indiquons quelques conséquences. 
La différence s—s, ne peut être égale à r que si m—d+ 3, 
o — 0! — 0; cette dernière égalité entraine, si l'on admet provisoirement | 
dE démonstration générale, Cio == Or dans te CAS ST Et 5; = 0: 
Le tableau Tmontre que s ne peut être égal à 2 que sid =m—3, 
¢=1; on a alors o’ =o, s,=o. Il n’y a que deux cas où s — 5, soit 
. égal à 2 : celui qui vient d’être signalé, puis celui caractérisé par 
DT ha = OS ES =. 
Si l’on applique le résultat ¢ — oS d (provenant de ï indgalite gèné- 
rale 5 — s,=m démontrée haie on à 


(4) Er . S— Si SM — 92 


plus précise que ete s —5,Sm, mais qui suppose’ le groupe 
étudié anormal prs pour le deg rém: nous verrons des cas où seule 
… Pinégalité s — s, =m est exacte. 

Nous avons remarqué déjà que, si P est incomplet pour le degre m, 
Thais complété par un nombre fini de points, l'hypothèse écarte Is Cas 


d’une C,, unique ou de C,, toutes décomposées avec une partie com- 


mune; la partie virtuelle + de P est surC,, et toute C!, i issue de P coupe C,, 
suivant mz et un groupe complémentaire V; nous avons signalé au 
2G hapitre I dernier paragraphe, que par le total V + x passent ‘diverses’ 
courbes y, où d-m — 3; l'une quelconque découpe sur C,, un groupe F 
et inversement toute Ya issue de-F donne sur C,, un résiduel de P 
pour | le degré m, autrement dit contient le groupe 7 : finalement on peut : 
recommencer sans modification les explications fea presen et écrire 
les inégalités (x) et (2). On aura encores 5,21 ets s,m +2: 
cette dernière inégalité exigera que le groupe, pour le degré m, soit 
ou complet, ou incomplet avec nombre limité de points roles 
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7. Supposons maintenant que les H points déterminent une seule 

; .  m(m-+3). 

C, : le nombre de points fondamentaux pour le degré m est MD. 
et le paragraphe 1 nous apprend que si toutes les C,,,, doivent admettre 
C,, pour morceau, ‘il a fallu adjoindre, comme points fondamentaux, 


aux mue points choisis sur C,, exactement m points pris au hasard 
2 r 


sur C,, : dans ce cas on a exactement 


(1) S—5= mM, 


inégalité en désaccord avec l’inégalité (4) du paragraphe précédent. 

Si les C,,,, ne doivent pas toutes admettre C,, pour morceau, cela - 

prouve que les points fondamentaux pour le degré m + 1 s’obtiennent 

m(m + 3) 
2 


en prenant sur C,, en dehors des points déjà choisis 1,2, ..., 


m — 1 points; alors s — s, est égal à l’un des nombres 1, 2, ..., m—1. 


8. Le cas le plus difficile est celui où l'on a uneinfinité de C,, ayant 
toutes une partie commune C,. | 
Les points fondamentaux pour le degré m comprennent done PRE 
points déterminant la C, et (m—p)p points n’offrant sur C, aucune 
configuration spéciale avec les précédents. On a 
m(m+3) _ p(p +3) 
4 Me 2 


(m—p)(m—p#+3) 
à , 


(1) + (m—p)p+ 


Donc si, réciproquement, on se donne : 


4° (At + (m— p)p points pris au hasard sur une C, ; 


2° A points pris ad Libitum encore sur C,,; 
3° A points du plan ayant la surabondance » pour le degré m — p, 
» lidentité (1) prouve que ce total a la surabondance À + u pour le 
degré m, C, faisant partie de toute courbe définie par ces points; A ety 
ne devront donc pas être nuls tous deux. 


Soit d’abord le eas où lès C,,,, doivent aussi admettre C, pour 
morceau; on aura peut-être besoin d’ajouter des points virtuels pour 
le degré m +1 (et par suite aussi pour le degré m) avant d’avoir le 
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p? 


total de points marqués sur C,, 


p(p +3) 


; + (m+1—p)p 


nécessaires pour imposer la Ge aux CP , et a fortiori aux G,,; mais dave 
cette opération, s ets, augmentent d'une unité simultanément, leur 
différence ne. change pas. Done supposons ce résultat déjà obtenu; 
es points donnés PUR SG nen comportent done : 
Bed) 
2 
SPE points ad libitum de Ge 
are 3° Ah points ayant la surabondänce u pour le degré m — se et 1x, pour 
A le degré m +1— p. ae 


= (m+ I — —p)p points arbitraires. de Cy} 


On aura done. 


s=p+ht+p 


v 8 S— 5 = ts — é 
eee tire (8 5 =p + Bp —'B1) 


Pur, (8) 
SE PO Her onas— 5,2 p2t. 


dE Supposons aintenant que la anise Cyqui fait obligatoirement 
Se partie des C,, ne fasse pas partie des Cy+,: nous supposons même que, 
si C,-est décomposable, aucune des parties de C, ne soit obligée 
aan appartenir AUX Ci Alors les-H points ont un bre fini de points 
virtuels pour le degré m +1, que nous introduisons encore sans 
changer s —s, ; je vais représenter le groupe, anormal complet pour le 
‘fogs “degré m+i,partr+P,T et P étant deux portions que je vais préciser; 
du groupe 7 +P partent des courbes C,,,, coupant C,,,, suivant un 
groupe V et de V sont issues des courbes Y,, (dm — 3) dont l’une 
£ _ découpe sur C,,,, le groupe F, corésiduel avec t+ P. Or du groupe 
x ; r +P émanent: par hypothèse des courbes de degré m formées du 
_ morceau fixe C, et d’un morceau variable G4 fi morceau fixe C, 
contient, dans le groupe proposé de points, une portion que j pale 
met la CG. = variable est issue du reste que j appelle P; la courbe C, 
(ou Cox coupe encore Ch:, Suivant un autre groupe p(ouW);. le 
Ou es + W est Del de = ay P, donc aussi de F : on a le mcs 
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gramme, sur Ci; Fc ; 
F Ya+1 V 


Be 
Ya cs 141 


oW C,Cm—p  rP 


Les courbes y, issues de F forment un système re contenant 
toutes le groupe fixe 9; le groupe W engendre une série linéaire dont 
la dimension est celle du système linéaire de y, issue de F. 

Pour avoir un groupe de l’espéce indiquée, il suffit done de cons- 
truire, pour le degré d, un groupe surabondant que j’appelle F + 9; 
o est composé d’une partie ou de la totalité des points surabondants; 
le groupe définit au moins deux courbes yy. Par ce groupe on mène 
une C,,,, en supposant m°d +3; par 9 ow mène une courbe C, qui 
donne sur C,,,, la portion =; une courbe Ya issue de F+ 9 donne sur 
C,+, ungroupe W par lequel on mène une C,,_,,(peu importe de savoir 
combien il existe de C, ou C,,_, issues de + ou W), laquelle donne sur 
Cn. la partie P. Toute C,, issue de x + P contient 9, parce que toute y, 
issue de F contient 9; elle coupe done C,,,, en p(m +1) points com- 
muns à C, et C,,,, et, par suite, admet C, comme morceau; l’autre por- 
tion de C,, varie avec W ou y, et dépend de À paramètres comme y. Si 
les 7,4, issues de F dépendent de /, paramètres, les Cie! issues de x + P 
pendant deh, +1 paramètres et l’on a d’après ce quia été établi déjà 


(1) $= $;+m+2—(h,+1—A), 


gS oad ae (hy 


sets, étant les surabondances de F pour les degrés d et d + 1. : 
En comparant on a ; 


(2) | S——G—0i+m—d—1>2, AS 


caro -= 6,710; mid + 3. 

On a un exemple simple du 16 points bases d’un faisceau de quar- 
fiques, Moses Reis Res dont iesrA premiers jouent le rôle 
de F et les 2 derniers le rôle de o. Il suffit du diagramme suivant 
tracé sur une be circonscrite aux points Be ake Ae FE. i 


* 


F, F, Care) Reis Cs; V: V3 un» Nace 
Cs à | Cy, 
Fi Fe WG We... Wie; C, Ges Ty Toe. so The P, PoxtP we 
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- La droite Fi; Fig perce Cy en nr, my ...74; les 16: W. sont bases 
d’un faisceau de quartiques et servent de résidu indifféremment aux 
16 points F,...F,, ou aux 32 points P, P, ... P,,; les 32 P sont donc 
bases d’un faisceau de sextiques, les quatre points bases complémen- 
taires de ce faisceau n’étant pas surC,; par F, ... F,, passent x° quin- 
tiques, donc par P,, ..., P;, passent aussi 20° courbes de degré 7; les 
P ont donc la surabondance 6 p pour le degré 6 et 2 pour le degré’ 7, le 
tableau T pour m = 3 consulté à la colonne h où l’on prend 4 = 4 ne 
donner le groupe Compl? pour le degré 7 contenant les 32 points P ; 
on doit ainsi prendre soit l’article arctic Le 1, d’où 36 points bases 
d’un faisceau de sextiques, soit l’article cubique f= 5 d’où 33 points 
situés sur une seule sextique; on ne peut conserver que la première 
solution (' )et ceci nous montre que toutes les courbes de degré 7, issues 
des 32 points P obtenus sur C,, contiennent aussi les 4 ue bases 
complémentaires du faisceau de sextiques : c’est conforme à la propo- 
sition de Cayley et ces 4 points ne sont donc pas en ligne droite. Le 
groupe ti... 7, P, ... P,, a pour sarabondance r pour i degré 8; ona_ 
en effetappliqué sur C, la construction générale a partir de F, F,... Fy,, 
ce même groupe définit un faisceau de C,, ayant toutes en commun 

-Ja droite F; F,,;ila done la surabondance 4 pour le degré 7. Ce résultat 
confirme certains résultats énoncés au paragraphe 6 du Chapitre 
premier; en général 7 points d’une droite et un groupe surabondant 
pour le degré 6 définissent des C, toutes décomposées, avec la droite | 
comme partie commune ; ici il a suffi de 6 points en ligne droite, et 
même simplement de 4, car les P seuls ont, pour le degré 7, la 
surabondance 2 tandis que joints aux 7, ils FH la CR ee 4. 

Cet exemple montre comment le probléme étudié au Chapitre 
_ précédent (§ 6) peut profiter des résultats du tableau T. Il s’agit 
dé ladécomposition obiigatoire de courbes d’un degré donné contenant 
un groupe donné de points. Ici toutes les C, qui contiennent po Pye: 
contiennent encore les 4- points supplémentaires, de base d’un 
_ faisceau Ce + AG, =0; le tableau T nous ee we les 0 * septiques 


\ 


ty D'ailleurs lé TL inte GC, =0, ow u Ce et Ci, sont les deux sextiques de 
base des faisceaux et C1, C deux oies arbitraires, contient le nombre de parametres 
voulu et denn les 3 Cs passant non seulement PE les” Pa P mais les quatre autres beeen 


~~ 
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circonscrites se coupent deux à deux en 13 nouveaux points situés sur | 
une même conique : si C, est donnée et si C, varie, la conique variable 
passe par un point fixe A de C,; de la sorte imposons à une F, in- 
connue, déjà circonserite aux P, de contenir 3 points en ligne droite 
de C,, soit B, C, D; on obtient trois équations indépendantes des pre- 
mières, soit un total de 33 équations et la septique L, engendre un ré- 

seau, la conique portant les points d’intersection de C, et d’une T, se 

décompose nécessairement en la droite BCD et alors de deux choses 

l'une: ou bien cette droite BCD ne passe pas par A, ce qui est le cas 

général etalorselle perce C, en quatre pointsvirtuels pour P,P,...P,, BCD 

ou bien elle passe par A et alors perce C, en trois points virtuels 

pour le même groupe; donc, en général, adjoindre 4 points au 

hasard situés en ligne droite à P, ... P,,, oblige C, à se décomposer, 

parce que l’un des 4 points ne coincide pas avec les 4 points virtuels 

déterminés par les 3 autres. Ce genre de raisonnement revient au fond à 

introduire les schémas à 3 termes par parenthèses, étudiés au 

Chapitre précédent; d’ailleurs, avec lés considérations développées au 

paragraphe 5 dece Chapitre, on retrouve le même résultat; en effet pour 

le degré »m — 6 le groupe P, P, ... Py, a la surabondance s = 6, et 
pour le degré m+1= 7, la surabondance s,= 2; donc la formule. 
$=5,+m+2—h, montre qu'une droite prise au hasard appartient 

à la C; circonscrite à P, ... P,, moyennantgwatre conditions linéaires, 

c'est-à-dire 4 points pris au hasard sur cette droite: 


10: Il n’y a plus que le cas où les C,, ont un morceau de décompo- 
sition fixe, n’appartenant pas tout entier aux C,,,,. Autrement dit on 


aura 
Cig = Cp C, Cn—p—q Cnt = Ch Crepes 


où C,.et C, sont fixes ; on peut raisonner comme plus haut : en adjoi- 
gnant au besoin des points virtuels pour le degré m + 1 (et par suite 
pour le degré m), le groupe proposé peut être supposé contenir 
ee + (m+1—p)ppoints fondamentaux pour le degré m +1, 
répartis sur C,, de sorte que ces points fondamentaux obligent toutes 
les C4, à contenir C,; or sur ces points, il yenap qui sont, pour le 
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degre m, surabondants; la différence s — 5, “représente d'ailleurs le 
ul des points, fondamentaux pour le degré m +1, mais surabon- 
dants pour le degré m : donc ici on as —s,2p comme plus haut et le 
résultat est donc MDI définitivement. 

Donc à partir du degré minimum m où les H points définissent dés 
courbes a algébriques, te surabondances s, s,, $,,..., pour les degrés 
m,m+1,m+2,..., diminuent nécessairement au moins d’une 
unité à chaque fois, tant qu’elles nesont pas nulles : on est donc certain 
que, si pour un degré u. le groupe a une surabondance 5, il est normal 
pour-le degré + set tous les degrés supérieurs. D'autre part, si les 
courbes 0 degré m-+ p. se décomposent nécessairement avec une 
partie fixe y, cette partie fixe appartient nécessairement aux courbes 
de degré m, m+1,...,m-+p.A partir d’un certain degré y cessera 
d’être morceau de décomposition obligatoire; done à partir d’un cer- 

-tain ee le groupe n’aura plus qu’un nombre fini de points virtuels; 

… de même à partir d’un certain degré il devient normal, et, au cas où il 
ne serait pas complet, en continuant à monter dans l'échelle des 
degrés, le groupe devient non seulement normal, mais complet. 

… D'autre part nous avons vu que la surabondance 5, pour le degré u.,. 
- perd au plus u unités en passant au degré 4 + 1; sidonc on détermine 
le plus petit entier 9 tel que (2u + 9 — 1) e>25, on est certain que 
_ le groupe est surabondant au moins dans Lintervalis des degrés suc- 


| cessifs,p,u+1,...,m+po—1 (et peut- être au delà), puis, qu'il est 


~ normal pour les degrés u +0, +o+1,... (et peut-être en deca). 
_ Le résultat s=s, om +2 — h, énoncé au paragraphe 5 est sus- 


| Hé d’une généralisation élég gante. pour les groupes anormaux com- 


… pletsP débnieeant des courbes Cs sans partie commune; nous les avons 
À indiqués au tableau je nous considérons les-groupes F, V, P, les entiers 

 m, d dontle rôle a été expliqué ; Supposons qu F ait la surabondance 
sp pour le degré d+p (po) et définisse 2" courbes : Yarp: à toute 
Vas issue de F correspond une courbe Crap | issue de P, on voit que si 


d +p < mies oni issues de P dépendent de À, + Per para- 


mètres non homogènes ; si d+p> m, les Cy+» dépendent Meet de 


hp = (pei) (pea) HR Rene rs) paramètres, ré- 
2 


sultats sale en se servant de la série neers découpée sur C par 
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les Ya+p- De la sorte on peut écrire, si pSm—d—t, 


Sp-i — Sp= m+ p +1— (Ap— hp PE 1), 
Tp 1— Op a+ p+i—(hp—hy4), € É 


et par soustraction 


Si Op = Sp Op a DT 


Or comme ona 


gs GN aa) es Oi) ay fe AT oa NN 
2 


~ 


la formule trouvée montre clairement que l’on a pour o Spim—d—t1 


Se cue (m— d— pm d— ps) 


de sorte que l’on a des nombres triangulaires successifs décroissants 
pour les différences 


ne O3 Si—Oi ss Sm—do3— Om—d-3;s Sm—d-2— Tm--d—2; 


Ja dernière étant nulle, nous avons démontré que sy 1 —©m a est 
_ nulle aussi et l’on vérifie que les différences ultérieures restent nulles. 
De la sorte, le calcul dessurabondances successives du groupe P revient 
au calcul analogue pour F et. les degrés plus bas d, d+7r,..., au lieu 
dem, m +1,.... En particulier si s = 0, les surabondances succes- 


sives de P sont simplement les nombres triangulaires successifs dé- 
croissants. 


a 


11. Complément à la proposition de Cayley. — Nous pouvons 
étudier les mn points (C,,, C,) où n > m pour les degrés g = m, m +1, 
m+2, ..., R— 2, n—1. Bacharach ne l’a fait que pour n— 2 
etn — 1, car la surabondance des mn points pour les degrés g égaux 
An nHI,,..,M-+n— 3 conserve la mème expression analytique en 
fonction dem, n,q même pour g=n—1 ou n —2, remarque faite 
au paragraphe 3. Mais on peut généraliser; pour. g = Manip CUS 
n—2,n—t toute courbe C, qui contient p points pris au hasard sur 
les mn admet aussi les p’ = mn — ¢ points complémentaires et se dé- 


- 
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~ compose en C,, et une C,,-¢ Ona 


rt 


m (m-+ 3) 
Sar Ri Soy ee ae i= 


2 


m[2n—m— 2p — 3} 
2 


(1) 


Mais cette circonstance peut être en défaut: le groupe des 9 + 9’ points 
(Cras Cx) comprend pour le degré g des points fondamentaux en 


nombre p, mais il peut prendre un groupe anormal, complet ou in- 


complet, contenu dans les 9 + 9’ points donnés et cela permet, comme 
plus haut, de trouver des courbes C, contenant p points du groupe (et 
même p + ¢) sans contenir les 9’ (ou p’— +2) restants, c’est-à-dire non 
décomposées en C,, et une C,-,. On reconnaitra ici que le groupe 
partiel dv être incomplet (tandis que précédemment pour m=n<q 
ou m£n<q, il était complet). Soit done le groupe P contenant 
les p — À points fondamentaux et s points surabondants (contenus 


-surC,, nécessairement; P peut contenir des points virtuels situés sur C,, 


mais non parmi les points C,,, C,). On ahZ1,s> h, s<p et un: dia- 
gramme relatif à des points portés sur C,, (A entier 2 z0): 
F he Ng I aN 
LE A n 


W SRE P 


Les courbes C, issues de P découpent sur C,, une série linéaire 


Bey Car nee ont une équation de la forme 


Ge Cy os À Co 5 + Ne Cp = — AS 


= (nm) (m—2) - 
2 


f= OE Pe Sp res rs 


Cry Cm — 2) 
A TR 


gi h + 


La série W est donc spéciale et la surabondance s est toujours égale au 
nombre de C,,_, linéairement distinctes issues de W. Cette He c’est 
le dégrém+n— Pr = (m—3 — À) + (n — q) qui surpasse 


le degré m — 3— i. Nous retrouvons sur Gr des groupes F, W 
étudiés au premier Chapitre, il fautici que V et W n'aient pas de partie 
commune et par suite que les courbes de degré m— 3--A +(n—q) 


issues de F ne se décomposent pas, avec la courbe C,,,-, comme 
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partie commune; si la courbe de degré m — 3 — À, issue de F, est fixe 
(h =1), le groupe P est incomplet pour le degré m +p St et se 
complète ‘par l'unique groupe W; si cette courbe est variable, le 
groupe P est complet. 

Prenons un exemple simple : les 24 points communs à une C, et 
“une (, ont pour surabondance 10 pour le degré 4, 6 pour le degré 5, 
3 pour lé degré 6. En général toute C, qui en contient 18 contient les 
6 autres et se décompose en C, et une droite; mais si par 6 points V pris 
sur une même conique, on fait passer une C, et une C,, les 18 points 
complémentaires P de l'intersection n’obligent plus les quintiques con- 
tenant ces P à se décomposer en C, et une droite: on a en effet sur C, 
le diagramme 

a 2 6V 
I 6 
2W 5 18 P 


les points F,, F, sont ceux où la conique donnée perce de nouveau C, 
et l’on voit que les 18 points P forment pour le degré 5 un groupe anor- 
mal incomplet de surabondance 1 se complétant par les deux points 
W,, W, où F, F, perce de nouveau C,; une quintique passant par les 
18 points P, et par suite aussi par W, et W,, n’est pas obligée de con- 
tenir les V ni de se décomposer. | 
Si l’on suppose que C, et C, ont 7 points V communs situés sur une 

conique, les 17 points P complémentaires forment cette fois un groupe 
anormal complet, de surabondance 1 pour le degré 5 et donnent le dia- 
gramme sur C, | 

iF 2 œ Ve 

i 6 
3W 5 17P 


et une quintique contenant ces 17 P et l’un des points V ne contient 
pas les 6 autres V nécessairement: si Fest le point fixe et V, le point V 
adopté, les quintiques auront, d’après ce qui précède, deux points 
fixes nouveaux sur la droite FV,. Remarquons que le groupe des 
17 points P met déjà pour m = 4, n = q = 5la proposition de Cayley en 
défaut : les quintiques contenant les 17 points communsa C, et une C; 
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circonscrite à ces 17 points P ne contiennent pas les trois autres 
points communs, parce qu’ils sont en ligne droite, 


12. Criterium nouveau pour la surabondance. — La conclusion de 
cette étude est que l’on peut reconnaître de la façon suivante si un 
groupe de points P est ou non anormal pour le degré g : soit C, une 
courbe issue de P, coupons-la par une courbe quelconque i issue ‘de P 
où n> q; C, et C, ont en commun un nouveau groupe W; P est anormal 

_ ou non Étant que W peut ou non être placé sur une courbe de degré 
n — 3 au plus; sin <q +3, le nombre s de ces courbes de degré n — 3 
eS linéairement dependants: est la surabondance: ce criterium a été 
FFE _ donné jusqu'ici en prenant n=q, Sin2q+3,; la surabondance 


n'est plus s mais s ste AIT ad Pres à Cela résulte manifes- 


pa € ‘ F : e ; 2 
* tement du didgramme tracé sur Ce ‘ 
ee ee Boy 
eo | ! ; Cr Cy-3-ù 
LTÉE Cat uted We POs oF 


où nous faisons apparaitre la courbe auxiliaire C, donnant la règle 
pour » =q. Ce criterium s’applique aux FRUDES complets ou incom- 
‘plets. 7 


13. Courbes algébriques de degré. croissant contenant un groupe de 
points donnés, — On peut prolonger le tableau T en indiquant les 
ee oy de F, o, V, P, A, s pour des courbes yz de degré supérieur à 
ee i 3+ les groupes P ne sont plus nécessairement anormaux pour le: 
ad ne mais le tableau manifeste certaines propriétés curieuses. Ainsi 


; Zs vo nou pourm=4t — x 
g RENÉ EE FIVE TE SORA ES SNS PAC R s 
LR ; = eee EGnyie..2: -0 0 a8 Si eos oO 
EN og See eae ee Teer at OI Stace NAS 
b, | LEP) 0 Gos 10 bs ae (0) 
ae SN Co) HE PRE E. 9 o 
3 OCR de PSC 02 Se PAS A PA Os > ant 0 
mt Cubiques. "0 PERS 18 I 1 


diatement cette proportion établie au Chapitre I, paragraphe 6, queces 


_ faisceau de sextiques, quatre points pris e en fee droite et courbes de 


le degré minimum des courbes algébriques circonscrites. 
: (1) NT ; Cin Cy-m + Cn Opn = Oo ‘ 5 i / BE Le 


les Dhs entrant dans C,_,, et C,_, sont tous indépendants. Mais 


| Fo oie remplacer (1) urs changer le degré de Com. ou Cy q—n chee a <a 
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De là résulte que, si parmi les points communs Aune C, et C! donnés, ,. 
7 sont sur une conique, les 9 autres sont sur un faisceau de ‘cubiques ACTOR 
et réciproquement (cela résulte de ce que la conique issue du point | rate L a 
peut étre décomposée en une droite arbitraire et une droite quelconque — i +4 
issue deF). Demême s1 6 pointssont sur une conique, , les 10 autres sont he pos 
surunemême cubique et réciproquement. La propriété indiquée pourles TT 
9 points bases d’un faisceau de cubiques permet de retrouver immé- QE 


9 points joints à quatre points pris au hasard sur uné droite quel- 
conque donnant des quartiques toutes décomposées, réduites à ladroite <a 
eth une cubique du faisceau. Le raisonnement est le même que pourle = 
système étudié au paragraphe 9 de ce chapitre : : 36 points bases d’un 


degré 7..." aN i RS eT NBA A Ca ee 


14. Cherchons maintenant l'équation générale des courbesde degré 
donné contenant un groupe de H points donnés, supposé anormal pour ee 


Par exemple pour msn et le système (C,,, G,) on a vu que, si 
n£q£=m+n—1, l'équation | 


est l'équation générale dag courbes de degré. q circonscrites, C,. eb f 
Cy» étant deux polynomes arbitraires de degré g—m et g—n: 


sig2m +n, l'équation (1) contient des paramètres surabondants ; on Ke 


aS (2) Bin (ge m—=OnXy- os GHG q—n n+ Cm Xpmon) = 0}, à 
où Re est polynome arbitraire en «x,y de degré q- =—m—n et les, 5 
eA sk RU EE Ree Pa 1 Mn ae 

= coefficients arbitraires figurant dans “ Reste 

Ve peuvent être utilisés de façon à réduire le nombre de para AS 

. mètres homogènes apparents entrant dans Ce au nombre Sack ati ae 

y =) CR RS os Urano a8 ee Be 2 ee 
ane gna) | Um ml : 


2 ; 2 a DER 
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et ce nombre est bien égal à ( 


q+1)(¢+ | 
q aad OWES mn de sorte que l’on ne 


peut réduire davantage, les mn points formant un groupe normal pour 
les degrés m+ n et supérieurs. 

Cet exemple montre bien la marche générale, indépendante Ae 
l’exemple particulier, propre à ne conserver que les paramètres stricte- 
ment indépendants. D’autre part le tableau T permet de suivre les 
surabondances successives pour les degrés successifs croissants. Un 
groupe P du tableau T est obtenu sur C,, avec deux groupes simultanés 
F, V et deux courbes y, et C,, ; par F on fera passer une courbe Wait 

au lieu de y, et l’on a un résiduel nouveau de F soit V, situé avec P sur 
une même C,,,, et inversement; de sorte qu'en comptant les ya.) 
issues de F, autrement dit en évaluant la surabondance, nulle ou non, 
de F pour le degré d + p on arrive à trouver la surabondance de P pour. 
le degré m + p. | 


“45. Soit l’exemple très simple de m?—m +3 points bases d’un. 
réseau de courbes de degré m. On prendra 


(1) ee ee Clin Ste et ey ie PTS Pees gm ye 
(2) x 1 Cn=(r—6)hn 1 A Sm-1 ays PRE a ER 


£ est une constante non nulle, les , g, & des polynomes entiers 
en x de degré marqué par leur indice. On a 


1 (3) Cn— Cn= SS eye RS 1)+. hy" (So fo), 
FE WW G m C= ch 
(4) cae at re = Ë FE Hy fn te. Pe net MR ‘fol 
+ ema — fn: + Y (Em — ea) At PT (2: ae 


La courbe générale du réseau déterminé par les m?— m +1 points 
_ communs a G,, Ce C, autres que ceux portés ba Ow est donc 
a. var 7 ; ‘ 
1 TRS EEE A Cu + Cnt YO = 0, 


%, Be, V étant des constantes arbitraires. Nous Par erin: iden: 
tité paper ne à 


non Crete ren 
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qui peut s’obtenir a prior: en remarquanf que la courbe y C,, est une. 
courbe contenant les points communs à C,, et Brake 
Si nous considérons maintenant deux courbes du réseau 


{ ACn + pC + ¥Cm=0, 
| PAT Go = # Cnt w Gees 9, 


les points communs, autres que ceux du réseau, sont donc définis par 
la droite d’équation 


Ex, at 27 

(8) À RSR 

i! p' y! 

Si, u, y restent fixes, tandis que 2’, u, y! restent fixes, cette droite 
pivote autour du point défini par € 
Ex x Y 
2 LEE — 

(9) RTS 


L'identité (6) montre que ce point appartient à la première courbe (7) 
et c’estle point fixe de cette courbe autour de laquelle pivote la Sécante 


portant les (7 — 1) points communs à cette courbe et à une courbe 
variable du réseau. Ce point er Seve 

+p +p 
une position arbitraire dans le plan; il en est de même pour le point 


À 


analogue ate NE é , relatif à la seconde ee sorte que la 
te N+ p 


peut, A, u, y variant, prendre 


droite (8) peut prendre, par variation de A, w, v, A’, uw’, v', une posi- 
tion arbitraire. 

_ L’équation 

(10) C,,C,+C,,C,+ Ci, Ci, = 0 


représente la courbe générale de degré m-+1 circonscrite au 
groupe, C,, G,, C, étant trois droites arbitraires, il n’y a que huit para- 
mètres homogènes et non neuf, car on peut retrancher de (10) le pro- - 


duit de (6) par une constante arbitraire et annuler le coefficient de y 
dans C’. Les courbes : 6 


| Gn C,+ Ch C C, + Cy Chao. 
(11) 
| ce Grp Soll egret 
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se coupent en 3m points V complémentaires situés sur une cubique 


oe Tes 


Cy Gs Ge | 
CF Cee == Oy 
TEE ME y 


Cette cubique perce la os courbe G 1) en 3 points parasites : 
définis par 


| Cette remarque permet de retrouver le gipupe au tableau T pour 
m +1. On aainsi, avec trois points fixes sur une C,,,, non en ligne 


UE 
+ 1 


l'E | Vv P Bes | s 
(m—3)(m—4) 


i Cubique. RUE o 3m omar 16 5 


Nous voyons de même que léquation générale des courbes C,,,, 
- cofitenant le groupe est, avec trois courbes C,, C,, C, arbitraires, 


MER, Cm Cp + Cm Op+ Cin Cy = 0: 
Pour reeswnatire les paramètres surabondants il suffit de résoudre 
l'identité, où FE 7 ine sont les inconnues : Sora eet 
Say ee AIME AA Me à + CL, = 0 


La courbe F, Fe donc éontenir les (m— 1) points en ligne droite 
communs à a et C, mais non à C,,; done si pm AA adrret.en 
_ facteur la droite portant ces (7m — 1) points. Avec les axes actuels on 
aura donc pour p£m — — 2 


NOR : Tp,=@—2)X p-1)" qT, apie ae 1» hen FR 1 


a DUE Seats est un polynôme en @, y arbitraire de degré p 1, L abs 
| (14) contient donc un nombre de paramètres homogènes arbitraires 


Hs. HIDE D ple 9) = | 
Les SU 2° 


NUE 


“ 


AAA ES D ienendants tél montre que la surabondance est 
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(mo p—2)(m—p—38) 
2 
‘menant par le point fixe F de C,, au lieu d’une droite une courbe y; 

arbitraire. Les courbes 


nombre que l’on peut obtenir directement en 


( CnCp Cm Cp + Cp = 0, 
I | a FT ar 

ae | Cm Op + Cas + Chr = 0 

se coupent en [(2p +1)m+p?—1| points nouveaux situés sur la 
courbe C;,4, d’équation 


à My 1/2 
“x Cy ip Cp 
(18) Cc he. POLE Ge 
p 4p at 
Ex x —7) 


et cette courbe C,,,,, perce la première courbe (17) en p* + p + 1 points 
parasites fixes définis par 


TT TOE 
ne Fe Bhs ey ay | 


Notre groupe de m*—. m + 1 points se retrouve done pourp=m — 4 


: au tableau T pour le degré m + p à l’article C,,,,, 
; m+ p 
Ne ro V P h s 


Cp P?+ ptt 0 (ap+1)m+ p?—1 m—m+1 p'+4p+1. (m—p—2.2)(m—p—3 
à EN EE TE >. 

Le nombre / est obtenu en nous rappelant que lesC,,,, contiennent 

2 + h paramètres homogènes ; nombre égal à (p +1)(p + 3); cela 

entraine bien que ¢ soit nul, car les courbes C,,,, issues de F con- 

a. 1 + À paramètres homogènes ; F et P sont corésiduels sur 

Cm:ps donc à toute C,, issue dePetrrssnond une courbe C,,, issue de F; 

donc les F définissent un réseau de courbes de degré p + 1 ; les F mar- 


qués sur nee offrent done pour le degré p + 1 la même particularité 
que les P pour le degré m. 


Si l’on pose M = m + p, puisque p £m — {on a he En 2, pS™ — 2; 


on déduit de ce qui precede que sur une courbe C tout système de — 
P°+p + 1 points bases d’un réseau de C,,, entraine l'existence d’un 


20) 


LA 
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système analogue de m*?—m-+t1 points base d’un réseau de C,, 
(m+ p = M). On remarque encore que dans le tableau T pour le degré 
M + p;ilya, en supposant p£m — 4 et p23, deux lignes équivalentes 


| m+p 2 
F RATER: Met: CE h 
(P= Whp-— 2) 


Coir PP+p+i : mp+m+t-m+mp+tp?—m+ti 2 


Co es (m — 2)(m — 3) 


Sos 4 


Enfin on constate aisément que les m2 — m + 1 points étudiés ont 
pour surabondance successives s pour les degrés suivants : 


MP+M—I mM+mp+p?—m+1-2 


m: ; HE NO ME D TM EM: OMS D 
ee Part 2 ' x 


le degré minimum des courbes contenant le groupe est 7. 


46. Dans tous les exemples analogues on aura donc à déterminer 
d’abord le degré minimum des courbes qui contiennent le groupe anor- 
mal, et le tableau T indique pour deux courbes C,,, C;, la courbe de 
degré minimum contenant les points d’intersection complémentaires 
communs et C,, à C, : cela permet de découvrir les identités ana- 
logues à 6. | 


CHAPITRE HI. 


APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 


1. Quartiques circonscrites à onze points. — Au Chapitre premier, 
paragraphe 16, j'ai montré comment 11 HUE choisis arbitrairement 
PP... RP, peuvent être ‘complétés par ' couples V, W, de façon 


_que les quartiques circonscrites à ce couple et aux P forment un réseau 


et non un /asceau. On suppose que, sur les P, il y en a pas 5 (ou 


plus) sur une droite, 9 (ou plus) sur une conique et enfin que les 
11 ne sont pas sur une ie ils forment donc un groupe normal 


complet pour le degré 4. Je rappelle la construction : soient C, une 


Ann, fic. Norm., (3), XLI. — Aout 1924. 30 
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quartique fixé circonscrite aux P et C; tine ddartique variable circons- 
érite aussi aux P; C! coupe C, en cing points Q; R, S, T;-U dont quatre 


ñé sont pas en ligiie droite (sinon Je cinquiéme sérait avec les P suf 


une méme cubique); Q, R, S, T, U déterminent une seule conique 
coupant C, en A, B, C et ces points, d’après la théorie de la résiduation, 
ey aie de C, ; la droite BC, par exemple, coupe C, en deux 


| ae , W formant un couple cherché; on le voit en coupant encore 


C, par une droite AaBy arbitraire i issue de A et écrivant les égalités 
symboliques. | 


() Pi Py ee BU ER S847 OSG) | 
(2) A+atfP+y=06, € 
(3) | PROC LV EN ER OURS RUES 
(4) Q4+R4+5+T+U+A+B4C50, | 


Le 


points communs à C, et une courbe algébrique : la théorie de la 
résiduation permet d’ajouter de telles égalités membre à à membre et 
de supprimer dans une telle égalité une somme partielle nulle. Dene 


en retranchant la dernière somme du total des trois premières il vient 


(5) P,+Py+..: +Py4V4WHa4 Bayes, Sa 


\ 


qui exprime le résultat, car on a 16 points de base d’un faisceau de ~ 


quartiques contenant trois points a, 8, y en ligne droite; CA donne de 


circonscrites aux P, à Vet V’ contiennent automatiquement W et W’ et 
forment un faisceau, car le groupe P, . P,, VW est complet. Le 


faisceau PVV’ contient un nouveau nalitiae qui, d’après les propriétés 


t 


du réseau PVW, est en ligne droite avec V’ et W'; ce point est done le 
point dé rencontre Z des “denies VW et VW’; sur chaque quartique 


dont chacune exprime que le premier membre comporte tous les 


même un couple V’, W’ et AB un couple V’, W’. Les quartiques 


du faisceau PV, W, V’, W’, Z ily a trois couples associés aux P : deux 1 


sont connus (VW) et (VW’); done le troisième couple V’W” dépend 
bien de l'unique paramètre du faisceau, il engendre donc une courbe 
algébrique C Sur laquelle V’ et W” se correspondent birationnellement 


de sorte que C est du type hyperelliptique. J'ai montré plus haut q que Gs 


est eraisemblablement de degré 7 avec P,, ..., Pj, comme points 
doubles et n’a pas d’autres ORNE Des considérations simples 


~ 


‘ 


— 
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de géométrie dans l’espace vont donner une démonstration FEOUTeUSe 
de ce fait. 


2. Dans le plan IT portant les ibe soient (EPA PR Ne Sal Uk quatre quar- 
tiques linéairement indépendantes du systéme rotor * circonscrit 
aux P. La surface unicursale © définie par 


Xe ny rae ee 


(1 a Ta No a ae ie COEF) 
C,(z, Y) Chay) Ci, (x, Fie Cy (a, 7) 


x 


correspond point par point, birationnellement, au plan II; remplacer 
les quartiques C, par d’autres, indépendantes aussi, revient à une 
transformation homographique de X ou à un changement du trièdre de 
référence, sans toucher à Z; cela sera utilisé pour ra l'équation | 
de &. De même une nn homographique faite dans le 
plan IF permet de prendre pour P,, P,, P,, P, quatre points choisis à 
Pavance : il n’y aura donc que la variation des sept points P,, ..., P,, 
qui influera sur la configuration de © (sauf transformation homo- 
graphique dans l’espace à trois dimensions). 

A tout point arbitraire de II correspond un point de X et un seul; à 
chaque P; correspond exceptionnellement une droite de X; soit en effet 
l’origine de II prise en P,; posons y = mz, de sorte que les variables 
soient (x, m) au lieu de (x, y). Substituons, supprimons le facteur x 
commun aux dénominateurs ; faisons ensuite æ =o, on obtient des” 
équations de la forme 

| X À Z T ; 
(2) A+Bm  A,+B,m Kye Bim. Ay Bm’ 


définissant, m variant, une droite A, dont chaque point correspond 
homographiquement a chaque élément de contact issu de P,. La 
surface X contient donc 11 droites. 

A une droite de II ne contenant aucun P; correspond une quartique 
gauche unicursale de ©; si la droite passe par P,, il y a décomposition 
en cubique gauche due et droite À, rencontrant la cubique. La 
droite P, P, donne une conique rencontrant A, et A, chacune en un 
point ; il y a donc 55 coniques de cette espèce (le cas où il y a trois ou 
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quatre points P situés sur une méme droite donne done des cas de 
dégénérescence ). 

Soit une courbe unicursale, de degré m, dans le plan II admettant 
P; comme point d’ordre d; (dj20); cette courbe est l’image d’une 
courbe unicursale de ¥, d’ordre 4m — Xd;, rencontrant A; en d; points. 

La section plane de È par le plan arbitraire 


(3) uX +pY+wZ+hT=0o. 


a pour image sur II la quartique générale du système æ° circonscrit 
aux P 


(4) u€,+ vC, +e, + kC° = 


Done & est de degré 5; si la quartique tae admet P, pour point 
double, elle ést l’image d’une quartique plane de X dont le plan con- 
tient A, et réciproquement. Les quartiques planes circonscrites aux P et 
admettant P, comme point double forment un faisceau linéaire, car 
les quartiques du système cc® circonscrit aux P ne pourraient être 
toutes tangentes entre elles en P, que si les P étaient sur une méme 
cubique; la condition pour que la quartique (4) ait P, pour point 
double se traduit, avec le choix de notations employées pour (2), par 
les deux équations distinctes 


| vuA+¢A,+ wA,+hA,;=—0, 


(3) | uB+eB,+wB, + AB; = o. 


= 


Les tangentes au point double se correspondent involutivement, done 
aussi les deux points variables où la quartique plane de £ coupe A; 
les rayons doubles de l’involution des tangentes sont les tangentes 
de rebroussement à deux quartiques particulières ayant P, comme 
point de rebroussement et les sections planes correspondantes de Y 
viennent toucher A,. Le faisceau des quartiques circonscrites aux P, 

avec P, pour point SAC ES a deux points bases complémentaires qui 
sont sur la courbe C, étudiée plus bas, mais déjà signalée, les homo- 
logues du point P, dans la correspondance birationnélle déjà signalée 
entre les points de C; les sections planes de = par les plans-pivotant 
autour de A, MAT ÈN A, en deux points variables et deux points 
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fixes qui sont ceux où A, perce la cubique gauche I, ligne double 
de X, étudiée plus bas. 

La quartique circonserite aux P peut se composer de lauroite PAR 
et de la cubique circonscrite à P,, ..., Py, P,,, P,,; la section plane 
correspondante se compose dela nee déjà signalée, correspondant 
à P,P, et d’une cubique non unicursale (un cas de dégénérescence 
de X est donc celui où les neuf points P autres que P, et P, seraient 
bases d’un faisceau de cubiques : la conique d'image P,P, devrait se 
réduire à une droite rencontrant A, et A, ). Si l'équation (4) représente 
une quartique à point double, le plan correspondant est tangent à E et 
: réciproquement. On a ainsi le moyen de former à équation tangentielle 
de ©; les plans bitangents forment un système +! ; les plans tritangents 
sont en nombre fi et correspondent aux ins unicursales 
circonscrites aux P : ce sont les plans tritangents proprement dits; 
mais il y a ceux qui contiennent l’une des 55 coniques déjà signalées, 
correspondant aux quartiques composées de la droite P;P; et de la 
cubique circonscrite aux neuf autres points P. Il y a donc des cas de 
dégénérescence de X, si les o' quartiques de genre 1, circonscrites 
aux P, ont deux points doubles dont l’un, ou bien tous deux, se 
. confondent avec des points P ou encore si l’une des quartiques unicur- 
sales circonscrites aux P admet trois points doubles situés en P,, P,, 
P,; ces cas sont faciles d’ailleurs a réaliser effectivement. De méme 
on écarte un cas encore plus spécial, celui où P,, P,, P,, P,, Ps, P;, 
P,, P, définissent une conique et où P,, Ps, P,, P,, Py, Pos Ps défi- 
nissent une autre conique : l’une des quartiques circonscrites aux P_ 
se décompose donc en deux comings dont les points communs sont 
des points P. | ; 


3. Réciproquement, à un point de X, correspond en général un 
point et un seul de IT; sur chaque quartique eirconscrite aux II, ilya 
trois couples (V, W) tels que toute-quartique contenant V contienne 
automatiquement W: done SE y,) et (ao, Ya) étant les coordonnées 
de V et W,ona. 


t 


ee Re For Yi) os Cy (aus Yi) _ Cia i), 
Cy (£5 ¥2) © Cy (ay Ja) Ci, (das Ya) Cia» 72) 


hake 
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et ces deux points V, W correspondent à un même point de x, point 
double de Ÿ; le lieu de ces points est une cubique gauche F'; le tableau ‘3 
dressé pour m=4 montre que & ne peut admettre de point triple, 
sinon on aurait, d’après le même principe, un groupe de trois points. 
(t,, Yi), (Gas Yo, (a5, Ya) de IT formant avec les P un groupe de 
surabondance 2, sans que toutes les quartiques circonscrites aux! 
groupes se décomposent : or la surabondance 2, dans ces conditions, 
est impossible. Chaque section plane de &, étant de dégré 5, avec trois 
trois points doubles, est bien de genre 3 comme la quartique image ay 
circonscrite aux P et il y a correspondance birationnelle (de courbe à  - 
_ courbe) entre cette quintique de Let la quartique image. Les couples 
(V, W) décrivent, sur IF, une courbe algébrique C, dont on. peut obfente:: "22 
l'équation en éliminant x, y, entre trois équations (1); si m est le PERTE 
degré de C, d le degré de multiplicité de chaque P; sur C, on a, en 
comptant les intersections de C avec une quartique image, l'équa- 
tion 4m—11d+6, d'où d = 2 + 4h, m=7 + 11h, h désignant un Ca in 
entier 20. Pour avoir la valeur exacte de À, remarquons qu une section — 
plane menée par A, a pour image une quartique dont P, est point Le 
double, tandis que les autres P sont simples: la section plane et 
son image sont donc de genre 2; la section plane a donc, en suppri- 
mant A,, un seul point double; puisque tout plan mené par A, ne 
coupe plus la cubique gauche F qu'en un point, c’est que A, coupe F 
en deux points; à chacun de ces deux points correspond, RUE à C, 
l'un ou l’autre des deux éléments de contact issus de P,, donc d= 2, 
h =o. C'est donc la-géométrie dans l’espace qui nous fournit la valeur 
exacte de A. (On aurait encore pu dire ceci : F étant une cubique 
gauche, d est le nombre de points où A, perce I de sorte que d< 2, or AT 
d=2+4h, donc d = », fi 0) À | US 
Nous avons vu que les deux tangentes Pre Pi! aux quartiques 
de IT appartenant au système 20° étudié et admettant de plus P, pour. 
point double forment un système en involution; les deux tangentes 
P,0 et P.O’ à C ne se correspondent pas dans cette involution. En effet, 
A, rencontre I en @ et 0’ correspondant aux éléments de contact P, 0 
et P, 6’; pour que et 0! se correspondissent dans l’involution tracée 
sur A,, il faudrait que les deux tangentes en © et @/ à F fussent dans 
un même plan avec A,, chose impossible, puisque F est de degré 3. 


a j 
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Le point © a déux images, dont l’une est P, avec l’élément de 
contact P,9 et l’autre est située sur C en dehors de P,. On pourra 
remarquer que la quartique déterminée par P, P, ... P,,, (VW), 
(V'W') et la tangente P,0 en P perce C précisément à la seconde image 
de ©. On a ainsi les deux points bases supplémentaires communs aux 
quartiques du faisceau linéaire passant Be les P avec P, pour point 


double. 

4. Par une transformation homographique sur on peut supposer 
que Fest la cubique d’équations paramétriques 
(1) X= Ye, =. 


. Une surface quelconque de degré 5 admettant cette cubique pour ligne 
double est une surface XY étudiée | ici : en effet, toute surface de cette 
_ définition a pour équation 


(2) + (X?— Y)'(AX +BY +CZ+D) 
FAY XT RON eB ¥ CZ EDS 


7 


+ (XY —Z)*(A,X + B,X + (2+ Ds) 

He (YiCORZV(RY = 2) (AVR YS CLD 
“se RY 2) = VY) CALE BYE CHD Di) 
ee + (X= VY) (Y= NZ)(AGX + BY + CZ + Ds) =. 


I y a 18 paramètres pemogencs, et non 24, en tenant cos des 
identités. 


X?— NAN ON V7 Wik TER 
Fa ae Y) )+ 0 


2 eer VAXYE TZ) eye 2X7) X So 


- provenant de ce que la surface (Y* — XZ)T = 0 ou (Y? — XZ)X=0 
contient l'intersection complete de X* - Y=o et NY TO: Ot 
peut multiplier chaque identité (3) par X?— Y, XY — 7, EL EE 
par süite, en retranchant de (2), faire disparaitre B, C, A,, D,, Ay, B, 

dans (2). D’autre part, il est facile de vérifier que (2) ne peut se 
réduire à une identité que si le premier membre de (2) est combi- 
naison linéaire de six identités que nous venons de déduire de (3); il 
. y a donc bien 18 paramètres homogènes strictement indépendants 
. dans l'équation (2). D'autre part, dans II, on pent, par une homogra- 
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phie plane, donner à P,, P,, P,, P, des positions arbitraires : il reste 
donc 14 paramètres, non homogènes, essentiels et indépendants pour 
fixerP,;,..., P,,. Celafait, remarquons que la cubique gauche I’, qui est 
unicursale, reste invariante, dans son ensemble, mais non point pour 
point, dans une infinité de transformations homographiques de l'espace 
à trois dimensions obtenues ainsi: le point X=/, Y=, Z=# 
décrit I, mais «, 8, y, à étant quatre constances arbitraires le point 


(ett B y Cf}, g (at By 
M DANSE 17 (y +0)? 1 (yt+ 0) 


décrit aussi la cubique : il est bien clair que la transformation homo- 
graphique obtenue en écrivant d’abord 


_ (at+B) (yt +9) 


REY hall 219 Roa) fe 


; skate By 
(A) i he ay “ 


(yt+ ds é LT TO) A 


puis développant les polynomes du troisième degré figurant dans les 
formules (4) et y remplaçant ¢ par X, 4? par Y, & par Z, laisse inva- 
riante la cubique dans son ensemble; le point £ de T est remplacé par 
al+8$ 
yt+d à 
car une sécante double de T'telle que A, change; donc © dépend, en 
outre des 14 paramètres essentiels trouvés pour P;,, Py, ..., P,,, des 
trois paramètres non homogènes «:8:y:6. On retrouve ainsi les 17 para- 
mètres non homogènes indépendants, done toute surface E définie par 
l’équation (2) est bien une de celles étudiées ici. Une telle surface est 
donc susceptible d’une représentation plane de l'espèce étudiée ici; 
ces surfaces admettent 11 droites, sécantes doubles-de T; dans 
certains cas, il peut s’introduire des droites distinctes de celles-là, 


; la surface È change donc dans cette transformation (‘), 


le point 


mais alors elles ne sont pas sécantes doubles de T. Nous pouvons 


remarquer que si l’on choisit deux points situés sur une même sécante 
double de let si l’on assujettit la surface (2) à contenir ces deux points, 
la droite en question appartient tout entière à Z; on peut donc assujettir 
la surface X définie par (2) à contenir 8 cordes arbitraires de T et il 
reste alors un paramètre linéaire; le faisceau des surfaces ¥ ainsi 
RP RE CPP MRR vin) POA Wt er SE Se 


(1) Mais la forme de I’équation de > ne change pas. 


3 0 
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obtenues possède une courbe fixe de degré 25; F compte pour 12, on 
a 8 droites et il reste donc une courbe “bañche complémentaire U de 
degré 5 : ce qui précède montre que l’on ne peut choisir arbitrairement 
les 11 sécantes doubles de I’. 

ME va quelques remarques intéressantes à faire sur le faisceau de 
surfaces que nous mettons ainsi en évidence; soient Z et ZX, deux 
d’entre elles; effectuons pour E la représentation plane étudiée ici; 
l'intersection U de £ et X, a pour image une courbe u de degré m; 
remarquons que la droite A,, non commune, perce X, en cing points 
dont un seul est hors de T'; par suite w admet P, comme point simple, 
et de même P,, et P,,. Soit maintenant la droite commune A, : si A, 
est prise pour axe Oz, l'équation du plan tangent à E au point de cote = 
est de la forme y — ua =o, où uw est -une fraction rationnelle en 
de degré 2, puisque nous avons vu que tout plan issu de A, touche la 
surface en deux points hors de T; le même résultat vaut pour Z,, donc 
sur A, il y a quatre points où E et £, sont tangentes; or deux sont 
connus, ce sont les points où A, perce T, donc les deux autres points 
sont sur U et par suite w admet P,, ..., Ps comme points doubles; 
U étant de degré 5, si l’on coupe uw par une quartique circonscrite à à 

A SHOT on a, en totalisant les intersections, 


- 


wy 


, 


4m=8x2+3+5 SOA m0: 


or une sextique assujettie à avoir pour points doubles P,, P,, ..., Ps, 
et pour points simples P,, P,,, P,,, est soumise à 27 équationslinéaires, 
qui sont indépendantes si les 11 points P ont été choisis au hasard ('): 
de la sorte sur la surface Zétudiée ici, on peut tracer la courbe Ucommune 


(*) Ici c’est moins évident que sil s'agissait de 27 équations obtenues en donnant 
27 points simples choisis au hasard. On sait en tout cas que le problème n’est pas : 
impossible, puisqu'on a 27 équations linéaires et homogènes à 28 inconnues. Si 
dans un cas particulier les 27 équations sont distinctes, il en sera de même a fortiori 
pour le cas général. Or, prenons une quintique unicursale C; dont nous appellerons les 
- points doubles Pi, Ps, Ps, Ps, Ps, Pe: coupons celte quintique par une droite et appelons 
les points d'intersection P;, Ps, Po, Pro, Pix. Il y a une sextique admettant Py, ..., Ps pour 
points doubles et Po, Pro, Pai pour points simples (au moins) : c'est l'ensemble de. la 
quintique et de la droite ; il n’y a pas d'autre solution Cy, sinon la quintique Cs aurait en 
commun avec celte sextique P,, ..., Ps comptant pour un total de 24, P; et Ps pour un 
total de 4; Po, Pro, Pas pour 3, ai un total ‘général de 31, de sorte que Cy fait partie 
‘de Ce. L’ expérience est donc concluante. | 


Ann. Pre: Norm., (3), XLI. — Aout oe ne Z Seat ; 31 


ue 
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à E et à une surface de même nature, ayant F pour ligne double, et 
contenantA,,..., A, ('): il suffit de tracer u et de remonter à U. 


5. Partant de la représentation paramétrique 


kam ~ 
(1) à : Gr (on = (va = Gi! 


4h 


il faut indiquer le moyen d’obtenir F dans l’espace et C sur IT; soient A 
un point de I, a et a’ ses images. Les plans pivotant autour de A 
forment un système linéaire 2”; les quartiques, images des sections 
planes en question, passent par P,, ..., P,,, a, a’ et forment de même 
un système oo”; deux sections planes de cette série se coupent en trois 
points autres que A, soit B, C, D dont les images b, c, d sont en ligne 
droite; réciproquement si b, c, d sont trois points de II en ligne droite, 
images de trois points B, C, D de ZX en ligne droite, les quartiques 
circonscrites à P, ... P,, bcd se coupent en deux nouveaux points a, 
a’ bases avec les P d’un réseau de quartiques, de sorte que la droite 
BCD rencontre F au point A qui a pour images a et a’. Prenons done 
dans II une droite arbitraite à : c'est l’image d’une quartique gauche 
-unicursale y admettant, comme on sait, æ' sécantes triples, engendrant 
une quatrique Q contenant I’; si d varie, Q engendre un système li- — 
néaire oo” dont l'est une ligne commune. En réalité il suffit même d’une 
seule droite 6 pour obtenir I. Supposons que Ow, dans II, n’ait pas de 


_ position particulière et prenons-le pour droite À : si l’on fait donc y = 0 
- dans (1) on a les équations paramétriques de y : 


GO) Rata Ces De tk etai Ca Des. 
| | Te My See ie oe 

Ata + Bas Cat + Dr + Er 

D SA Sad PER | 


Re AC ent PEN Sue NE ve à PE 

___ (*) Tous les raisonnements du paragraphe 4 supposent essentiellement que la surface © 
de degré 5, admettant la cubique gauche T donnée pour ligne double, n’est pas réglée. 
Or on constate aisément que si = était réglée, elle se décomposerait en un plan et l’une 
des surfaces de degré 4 admettant T pour ligne double, ces surfaces dé degré 4 sont réglées 
et forment un système linéaire +5 que Clebsch a étudié au Tome II (1870) des Mathe- 
matische Annalen. Une surface © non décomposée admet, comme on peut le voir, aisément, : 
par un calcul direct, onze droites, sécantes doubles de T, et pas dayaniage. FRS 
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et l'intersection de 7 avec le plan 
(3) - UuX+oY+wZ+hT=0 
s’obtient en résolvant 
(4) u(Az+ Ba’ + «27+ D2 +E) 
+ PAT +...) + w(A"at+...)+h(A" 2+...) =0. 


. - N | . . re 
Les racines x,, x, æ,, £ de (4) satisfont à une relation, linéaire par 
rapport à chacune, facile à former en introduisant une inconnue 
auxiliaire p et les fonctions symétriques S,, S,, S,, S,. On a 


CA = pA A Soe pA: * 
uB + 6B'+ wB'+ hB”=— 0S, 
Coe (uO+ eC) + wC"+hC"= ~~ pS, A 
4 LuD+c6D'+wpD'+2D"=—0S;, S 
uE+vE +wE"+AE"— ‘oS, 
d’où | 
AS GAP § ARS At I 
ie a ey oo: ha Sy 
(6) De Bae DE Pas Sr POS ; 


Dade DES, 
E- El E’ E” S, 


En développant (6) on à 
(7) aS, + PSi+ ySs+ OS +e=0. 


Si Von se donne arbitrairement x,, £., æ,, cette équation PRE Et 
puisque x,, £,, x, donnent trois points dey et, par suite, un plan; mais 
si les trois points de y sont en ligne droite, est indéterminé et réci- 
proquement. Si donc 5,, 5,, 5, sont les fonctions symétriques de x,, 
Vs Xs nous écrivons 
8) | agi + Pos + yo, + € =O, 

Ba, + yoo + 703+ a — 0. 


Ces deux équations déterminent, par exemple, c, et c, en fonction de 
a,3(7) est alors vérifiée quels que soient o, et &; les équations (5) 
fournissent alors pour uw, v, w, À des valeurs proportionnelles a des 
polynomes aus enc,eté, de sorte que le plan 


(a : Ux + 9X + LT =o, 
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enveloppe, ¢ et c, variant, une quadrique Q; par exemple si les équa- 
tions (5) se réduisent aux quatre premières, l'équation du plan (9) 
peut se mettre sous la forme 


AAA EE AVE 1 
BB BY OB” —oc, —#£ 

(9') CCC REC a+ a, | —0, 
D: D':Dt DD” = best 


MSN LP 0 
5, et c, étant les polynomes du premier degré en 5, déduits de (8). 
Si maintenant dans (9’) on remplace X, Y,-Z, T par Cy, C,,61,Cyona 
l’équation de la ers plane image de la section de & par le plan; 
quand 5, est fixe, £ variable, on a un faisceau linéaire de quartiques 
de II se coupant aux trois points b, ce, d en ligne droite et aux points 
associés a, a’. Ces deux points a, a’ satisfont donc aux deux équations 


pee ( H + H’o,+ Hc, + Ho, — 0, 
10 = 
¢ H’-+ Ho, + Hos + == 0; 


obtenues en développant (g’) suivant la dernière colonne et, annulant 
séparément le coefficient de € et le terme indépendant de €; H, H’, H’, 
H” sont des combinaisons linéaires simples de X, Y, Z, T ou si l’on 
préfère de C,, C,, C,, Cy. Si donc on élimine 6, entre (10) on obtient 
l'axe Ox décrit par leg points variables 6, c, det le lieu C décrit par le 
couple associé (a, a’). L’axe Ow est obtenu une seule fois, parce que, 
à un point de Ox correspond une seule valeur dé o,, ou si l'on préfère, 
par un point de y passe une seule sécante triple; pour éliminer ©, entre 
les équations (10), il revient au même d'éliminer o,, 5,, 6, entre 
les équations (8) et (10), ce qui donne 


H H’ H’ H” ¥ 
ae HW H : 0 re 

ores OS Ree 

COR RS AE: 


Si l’on regarde dans (11) H, H’, H’, H“ comme combinaisons linéaires 
deX, Y,Z,T c’est l'équation de la quadrique Q : on vérifierait aisément 
qu’en opérant avec la droite y = mx + nau lieu de y = 0, on arriverait 
à une équation analogue contenant m, n linéairement et la courbe F 


LL: 
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serait la courbe commune au réseau de quadriques. Si au contraire 
H, H'H", H” sont regardées comme fonctions linéaires de C,, C,,.C’, C! 
on à le lieu dans le plan II des points 4, c,d, a, a’. L’équation ‘est alors 
du degré 8 et Ox enlevé, il reste bien l'équation de degré 7 représen- 
tant ‘a courbe C; et comme les éléments des deux premières lignes 
_de (11) s’annulent pour les P;, chaque P; est point double de C. 

Toute quadrique menée par [coupe XY suivant une quartique gauche 
complémentaire ayant pour image une droite. 


6. A étant un point de I’, toute sécante eats de A perce & en trois 
_ points dont les images sont en ligne droite; appliquons ceci en suppo- 
sant que la sécante rencontre de nouveau I en B et X en C; sas ogg 
b, b' de Bet c de C sont en ligne droite; pour la même raison a, a’, c 
sont en ligne droite. Nous retrouvons le résultat donné plus ef à. 
savoir que le réseau de quartiques P,, P,, ..., P,,, a, b, a trois nou- 
veaux points fixes : a’ associé de a, b’ de b et le point c intersection de 
aa’ et bb’; nous avons de plus l'interprétation du point c et ceci nous 
montre que la droite aa’, joignant dans II les images de A, est l'image 
de la quartique gauche unicursale suivant bell le cône de sommet A 
et directrice T perce de nouveau &. Cette quartique particulière a 
un point double en A, car les tangentés à l'intersection du cône et de X 
_s’obtiennent en coupant le plan tangent au cône successivement par 
les deux plans tangents à Zen A; on a ainsi deux fois la tangente en 
A aT et les deux tangentes au reste de l’intersection y,. Les quar- 
tiques particulières 7, sont done cette fois, non plus sur une seule 
quartique, mais chacune sur un faisceau de quartiques Q,. Ce faisceau 
décrit lui-même, si A décrit T, un système de Do 2, qui n’est 
pas nécessairement linéaire. | 
_Étudions ce système ; d’abord, les droites telles que a aa’ joignant sur C 
deux points homologues, images d’un point de I’, enveloppent une 
conique; en effet un point bite e du plan IT est l’image d'un 
point C de & non situé sur I’, de sorte que par C passe une sécante 
double CAB de F et une seule : donc par ¢ passent deux droites seule- 
ment caa',.cbb' de l'espèce indiquée ; donc les droites aa’ enveloppent: 


» 


une conique C,.— 
Pour Ets appartienne à C, il faut et sun que ke et B soient con- 


e 
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fondus, autrement dit C, est l’image de la éburbe gauche npieuesate : 


de degré 8 suivant laquelle © est coupée par la développable du qua- 


triéme degré formée par les tangentes de F: cette courbe ne rencontre 


aucune Ho A;. (En passant remarquons qu’un plan tangent à l 
donne dans le plan II une quartique image tangente à C aux deux ima- 
ges du point de contact; si le plan est masuteyes aT, la quae est 


entree à C aux deux images et la quintique section de © admet 


deux branches osculatrices entre elles. ) 
Une quadrique Q, du système +? en question coupe oe suivant a 


quartique 7, à point double et suivant une courbe gauche H de degré6.. 


J'écarte le cas où la tangente à C, passerait par un des points P,, de 
sorte que la quartique x, ne rencontre aucune droite A;; or la droite A; 


perce Q, en deux points, donc l’image de H admet P; pour point double > 


et rencontre une quartique dietecneine circonscrite aux P;, en six 


points; cette image est donc de degré 7; appelons-la C;. Une courbe | 


de degré 7 dans le plan dépend de 35 paramètres homogènes: ici les 
C, sont assujetties à 33 conditions linéaires, élles te donc un 


réseau, si les P; sont quelconques (*), ce qui a été Re Or la sep-. 


tique C image de F admet aussi les P comme points doubles :comment 
pouvons-nous différencier C des autres courbes C, du réseau ? Nous 


allons être amenés pour cela à faire de belles applications Oo : 


du théorème de Riemann-Roch. : 
Chaque septique C, du réseau est coupée par une quartique, circon-* 
scrite aux P, en 6 points variables ; elle est done bien l’image d’une 


sextique g gauche H, de genre 4 comme C,; réciproquement nous allons | 


(1) Je le démontre, en toute rigueur, par wre expérience. Je veux prouver que Part 
Pis étant 11 points ærbrtraires du plan, Q; et Qe deux autres points arbitraires, il ya 


une C7 et une seule admettant les P pour points doubles et Q,, Qs comme points simples. 


Faisons l'expérience en particularisant ainsi les points; soit une Cç unicursale: nous 


prenons pour Py, P2,..., Pio les dix points doubles de Cs; il y a effectivement de tellesCs, | 


comme Halphen l’a Or où les 10 points doubles sont distincts. Coupons Cs par une 


droite C; et soient Pyy, Q1, Qs trois des points d’ ‘intersection. En écrivant les 35 équations 
~ pour la courbe de degré 7 et ces points, on a une solution formée de Cg, Cy; il n'y en pas 


d'autre, car si C; est une solution du problème, Cg et C; ont en commun P,,.. » Pio qui 


comptent, pour 40, Py, pour 2 et Qi, Qe pour 2 au total. Done C fait partie de € et le 
complément est C;. Done 11 points P seen ne peuvent fournir moins de 33 rela— 


tions re distinctes. . a 


a 
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constater que H est située sur une quadrique et une seule. Le cone, 
qui a pour sommet un point quelconque M de Het cette courbe pour 
directrice, est de degré 5et genre4: ila donc exactement deux généra- 
trices doubles MBC et MB’C’; donc par chaque point de H passent deux 
sécantes triples et deux seulement. Or, dans II, prenons sur une sep- 
tique C, du réseau deux points quelconques r, s distincts par exemple 
des cinq points autres que les P; communs à C et C, de sorte que les 
points P,, P,, ..., P,,, 7, s définissent un faësceau (et non un réseau) 
de quartiques, images des sections planes de Z par les plans pivotant 
autour de R, S, en désignant par R, S les points de x qui ont pour 
image r, s. Ce faisceau te quartiques An sur la C, envisagée une 
série linéaire de groupes des points 27: les points ¢, u,v, w d'un même 
groupe sont les images des points T, U,V,W où le plan pivotant autour 
dé R, S coupe H; la différence 4 — 1, ou 3, est égale au genre de C, 
diminué d’une unité; Riemann-Roch dl donc qu'il y a une quar- 
tique et une seule, adjointe à C, done circonserite aux P,- conte- 
nant £, u,v,w: c’est donc celle d’ou l’on est parti et par suite T, U,V, W 
sont dans un seul plan, ils ne peuvent étre en ligne droite. Les quar- 
tiques du faisceau ont trois nouveaux points fixes æ, y, s qui sont les 
images de X, Y, Z ou la droite R, S, sécante double de H, perce de 
nouveau &. 

Raisonnons maintenant, au lieu de RS, sur ie sécante triple de H, 
MBC issue de M; M et B ne sont pas sur F, donc P,, P,, ..., P,,, m, b 
continuenta définir un faisceau de quartiques; la droite MB (qui joue 
le rôle de RS) perce Xen C, D, Ket, cette fois, Cest sur de sorte que, 

des trois points fixes c, d, e du faisceau de quartiques, : un, c, est sur, 
mais non d ete; sur C, on a donc une série linéaire g; au lieu de gy et 
A ily a exactement, d’après Riemann- -Roch, deux quartiques circonserites 
aux P et aux trois points ¢, u, »; le plan mené par MBC coupe donc H 
en trois points correspondants T, U, V situés dans deux plans distincts, _ 
done en ligne droite. On peut donc dire : | 


Soit H une sextique gauche dex correspondant a une septique C; du - 
ae 1: admettant LA ST PA NE pour points doubles et distincte de C. La 
_ sextique H admet une double série de sécantes triples ; our chaque point 

MdeH passent deux sécantes triples, une de chaque série, soit MBC. et 


248 . BERTRAND GAMBIER. > : 


MBC’. Tout plan contenant une sécante triple ‘telle que MBC détermine 
sur H une autre sécante triple TUV rencontrant MBC, mais non MB'C : 
On en conclut que H est sur une quadrique et une seule, lieu des sécantes 
triples. 


La quadrique Q, ainsi définie coupe Æ suivant une quartique gauche 
complémentaire et il y a nécessairement identité avec les résultats pré- 
cédents. On peutremarquer que la quartique gauche y, coupe F en cing 
points qui ont pour image les points autres que a, a’ où la tangente 
à C, coupe encore C; soient a,, a), ds, @,, 4; ces points; chacun est 
une image d’un point A,, A,, As. A, ou A; commun à y, et F; la qua- 
drique Q, contenant y, (quelle que soit la position de Q, dans le fais- 
ceau de quadriques contenant y,) perce X suivant une courbe totale 
dont A,, A,, Aj, A,, A, sont des points doubles: les deux ares qui 
passent en A, ont leurs tangentes chacune dans l’un des deux plans 
_tangents en A,, de sorte qu’ils ont pour image deux arcs l’un passant 

par a,, l’autre par a, seconde image de A,. Dans l'espace, sur X, les 
ares considérés sont y, et H; done dans le plan II, C, passe par les 
points a’, a, a, a’,, a’, ainsi définis; on savait a priori que G et.C, ont 
cing points communs autres que les P; quand Q, varie dans le faisceau 
relatif à y,, laseptique C, engendre un faisceau dont nous venons de 
déterminer ainsi les 5 nouveaux points fixes; chose remarquable ces 
5 points ne sont jamais en ligne droite, mais leurs associés le sont et 
donnent la droite aa’. On remarquera que si le point A a une position 
fixe sur I’, la quadrique Q, contenant y, décrit un faisceau, dont l’une 
des quadriques est précisément le cône de sommet A et directrice T'; 
dans le faisceau il n’y a d’ailleurs que ce cône à contenir F; si donc A 
varie sur F, on a un système +? de quadriques, système non linéaire : 
en effet ce système contient tous les cônes contenant T et ayant leur 


sommet sur [; s’il était linéaire, on retrouverait-le réseau des qua- 


driques contenant I’: or le système étudié contient les cônes de ce 
réseau linéaire, mais non les autres quadriques du réseau. 

Voici maintenant la propriété géométrique qui caractérise C dans le 
réseau des C,. Imaginons une C, sur laquelle on puisse trouver deux 
points a, b tels que les quartiques du faisceau P, P, ... P,, ab aient 
nan seulement un point fixe nouveau sur C,, mais exactement deux : 
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les quartiques découpent alors sur C, une série linéaire g' et le théo- 
rème de ie Roch montre alors que par un groupe u, de cette 
seriect Py... passent exactement trois quartiques ius iealertindé: 
pendantes; donc (u, e) forme un couple associé aux P pour donner 
un réseau et, comme C, porte une infinité de tels couples, elle coincide 
avec C; c’est donc la propriété caractéristique. Sur une C, quelconque 
on a puobtenir seulement un point nouveau et il a suffi pour cela de 
s’adresser à une sécante triple de H : la courbe gauche, de degré 6, 
H, ne peut done avoir de sécante quadruple que si elle de en 


la cubique gauche T comptée deux fois. 


Je n’insisterai pas sur les nombreux cas de dégénérescence possibles 
de Z, dont certains ont été signalés déjà. 


7. Surfaces de degré 8. ce qui précède peut être généralisé ainsi : 


par trois points V,, Voy V, enligne droite, menons une C, et une C,,; 
elles se coupent en 4m — 3 points P,, P,,..., P,,_, ayant la surabon- 
dance 1 pour le degré m; nous supposons m 25. Or prenons sur une 
quartique C, un total ie 4m — 5 points P,, P,, ..., Pym; non situés 


sur une même C,,_,; on voit aisément que si P,, P,,..., Pym_s sont 
pris quelconques sur C,, l'équation générale des courbes de degrés m 


contenant ces points est 


SR PT | Cu Cu MC + da Cit + da CHP = 0, 


où Ay, . À, sont des constantes arbitraires et C,,_, un aliens arbi- 
traire de degré m —4 en wet y. Ces courbes (1) déterminent sur C, 
une série linéaire de groupes de points Q, R, S, T, U situés sur une 
conique et une seule; ces coniques C, coupent C, en trois points 
fixes A, B, C. On voit, comme plus haut, que BC coupe C, en deux 
points V; W formant avec P,, P,,..., P,,-; un groupe de {4m —3 
_ points de l’espèce indiquée plus haut: il a en effet, pour résiduel, tous 
. les systèmes de trois points de C, alignés avec A. On a ainsi 3 couples 
complétant P,, Pa Dors: 

Supposons maintenant pour simplifier m = 5; on a pris sur C, les 
points Pis Pos se. ps P,, et on les a complétés par un couple P;,, 


dy les 17. points P définissent 2* quintiques et nous pourrons en 


choisir cinq linéairement indépendantes ; il estintéressant d'étudier la 
Ann. Ec. Norm., (3), XL. — Aour 2924 = Pe: 39 


points «’, «” appartenant encore à C,. Or on peut prendre comme quin- 
tiques de base C,a, C,y, C, 3, CY et C® de sorte qu’avec ce choix de 
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variété, à deux dimensions, de l’espace à quatre dimensions, es 
par les équations homogènes 


Xe bigne anes T. Urs " 1 ieee 
(2) CO > — CPR TC = CS" nae? pe 


Cette variété admet évidemment pour ligne triple la courbe quia 
pour image C, dans le plan IT où se déplace le point (x, y); en effet si 
la courbe C, contient un point « de C,, la droite A « perce C, en deux 


coordonnées pour l’ eit (X, Y, Z, T, U) la ligne Be est la droite: Ie 


d'équations. — Le 
X=Y=220. nh oe 


On peut rester rnb espace à trois dimensions et se contenter d’étu- 
dier la surface 2 définie en coordonnées homogènes (X, Y, x) par 


les équations : 
NT ah fo ak ‘i 
(3) Co = CD — CS = ce 


La section plane la plus générale de la surface y a pour image dans 
le plan IT la courbe d équation | 


(4) wie POP + w+ h CM — 0. 
Cela revient à extraire du système æ° de quintiques déjà définies 


un système 9°, linéaire également; nous supposons que le système a? 
linéaire en question ne s obtient pas en faisant passer la quintique géné- 


_rale par un nouveau point fixe; nous supposerons aussi que le Sen 


linéaire æ° ne contient pas tout entier le système linéaire oo? défini 
par C,æ, C,y, C,3; on pourra donc supposer, par une ere a je 
homographique bite dans l'espace '(X, XZ, T) et une autre dans Fe EEE 
plan IT, que les équations de ~ sont rates) à la forme 

| + RS ee "FPMO 
Fa = PUR. SES 


Trois points de C,, en ligne droite avec le point A défini plus haut, 
donnent un seul et même point de Z, de sorte que Ja droite D ~ 
(Z = 0,T =0)est ligne Loi de Z. La surface est de Reet 8; la sec- 
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tion plane générale est de degré 8 et genre 6, de sorte qu'elle possède 
Péquivalent de 15 points doubles : or elle a un point triple sur D, 
done il reste 12 points doubles (on verra un peu plus bas qu’on ne 
peut admettre une autre combinaison, telle que 4 points triples). 
La surface = possède donc, en dehors de D, une courbe double F 
d'ordre 12, ayant pour image une certaine courbe y du plan IT. Re- 
marquons qu’ se présente ici une question bien distincte de celles 
déjà étudiées : les quintiques planes de IT, images des sections planes 
deX, sont assujetties à 17 conditions linéaires: eneffetP,,P,,...,P,,,P,,, 
d’après leur choix, donnent 16 relations linéaires et l’on a adjoint une 
autre relation linéaire ne signifiant pas, cette fois, que la quintique 
admet un nouveau point fixe: 

Il reste alors dans IT des couples de pints associés u, u’ tels que 
l'obligation pour les quintiques, déjà assujetties aux 17 conditions 
linéaires, de contenir uv entraîne automatiquement celle de contenir u': 


mais le groupe P, P, ... Py, P,, ww’ n’a pas la surabondance 2, il 


n’a que la surabondance 1. Soient m le degré de la courbe image y, 
_ d'ordre de multiplicité de P,, P,, ...,P,,sury; en comptant le nombre 
de points communs à & et une quintique C, du système æ°, on a 


(6) | - 5m = 17d +324; 
d’où - 
Nr. 0 d=3+5hk,  m—=i5+1. 


Pour évaluer À raisonnons comme pour les surfaces de degré 5 
étudiées précédemment ; P, est l’image d'une droite A, de X, chaque 
élément de contact issu de P, correspondant homographiquement au 
point homologue de A, ; l'élément de contact commun à C, et P, donne 
le point où A, rencontre la droite triple D; donc un plan contenant A, 
coupe > suivant une courbe plane de degré 7, de genre 5, car elle 
correspond à une quintique ayant un point double en P,; la section 
de Za done l'équivalent de ro points doubles, et comme elle présente 
un point double au point o où A, rencontre déjà D, on voit que la courbe I’, 
- coupée en 12 points par un plan quelconque, n’est plus coupée qu’en 
9 points par un plan contenant A,, donc A, rencontre I en 3 points 
exactement de sorte que d =3, A = 0; comme vérification on trouve 


| 
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bien 7 points communs à A, et à la section plane de £: on a d’abord 
les 3 points fixes où A, coupe T, comptant chacun pour 1, le point 
fixe où À, coupe D, comptant pour 2, et enfin les deux points, variables 
_ayec la section, correspondant aux tangentes en P, à l’image; la 
courbe y est donc de degré 15 et admet chaque point P; pour point 
triple. 

On voit aisément que la courbe double T et la droite triple D se 
coupent en un point w qui a pour coordonnées homogènes 


CAO} 6; 1) (05 -B PT) 0 0 


et qui est fourni soit par le point (0, o, r) du plan IF, soit par les trois 
points en ligne droite avec le point A situés à l'intersection de la quar- 
tique C, et de la quintique 


C6, 0, OUT, 2) GT C0; Oe GE (El 00: 


Ce point w est donc quadruple sur = et l’on voit que trois de ces 
images sont communes aux deux courbes C, et y. Remarquons que 
tout plan mené par la droite triple D donne pour image de la section 
la quintique décomposée C, (wx + hy) = 0; la section plane comprend, 
outre D, la quintique plane unicursale correspondant iwa+hy =o. 
Cette quintique a 6 points doubles situés sur F, de sorte que D et FT 
ont nécessairement 6 points communs réunis en  (‘). Si l’on compte 
le nombre de points communs à C, et +, on trouve un total de 60: on 
doit d’abord prendre P,,P,,...,P,, dont chacun vaut 3, soit un total 
de 51; il y a ensuite les trois images sur C, de; nous avons compté 
plus haut tous les points multiples de la section de & par un plan 
contenant D, de sorte qu'il ne peut y avoir d’autres points d’inter- 
section de C, et y que ceux déjà énumérés; done chaque image de w, 
située sur C,, donne un point d’osculation de C, et y. Sur la courbe y 
les deux images associées d’un point de T'donnent une correspondance 
birationnelle, de sorte que y est du type hyperelliptique. 

Voici comment on peut démontrer rigoureusement le point réservé 


(*) La quintique de = perce D en 5 points qui s’ubtiennent: en coupant C; par la droite 
wx+hy=0, d'où 4 points d'intersection, puis en prenant « = y —'0, ce qui donne 
le point w commun à D et Lr. 
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Jusqu'ici, à savoir que toute section plane de Za, en dehors du point 
triple situé sur D, 12 points doubles et non pas 1, 2, 3, 4 points 
triples complétés par 9, 6, 3, o points doubles. Prenons par se 
4 points triples : il y aurait sur © une courbetriple T, de degré 4, 
dont l’image serait sur II une courbe y d'ordre m : on aurait alors 


OM —17d +12, 


en comptant les intersections de y avec une quintique du système c*; 
on en déduirait d=4 + 5h, m—16 +174; donc chaque droite A, 
rencontrerait la courbe gauche de degré 4, T, en 4 points au moins: 
il faudrait done que À fut nul, et T serait plane; mais A, serait dans ce 


plan, ainsi que A,,...,A,,; il y a impossibilité puisque = est de. 


degré 8. De même pour les autres combinaisons. CRE 


8. Si le système «*, déduit du système +‘, pour les quintiques, est 
obtenu en leur imposant un dix-huitième point fixe, la surface X n’est 
plus que du degré 7 et toutes les propriétés obtenues sont profonde- 
ment modifiées; mais je me borne a cette indication, car la surface = 
rentre comme cas de dégénérescence dans celles que je vais étudier. 

Je signale encore pour mémoire que sile système «°, du paragraphe | 


précédent, contient le système oo” défini par C,x, C,y, C,s, autrement 


dit est défini par _ | ee 
CG, (Ax + py +4) +.pC}’=0, 


il y a cette fois 20 points fixes, la surface 3 est de degré 5 et n’admet 
qu’ un point multiple d’ordre 4, a savoir le point (0, 0, 0, vee) qui a pour 


image dans II toute la quartique C;. 


9. Surface de degré 7. — Nous savons qu'en prenant 7 points 
d'une même conique et en construisant deux-quintiques issues de ces 


points, elles se coupent en 18 points nouveaux Py, Pay sees Pag qui ont 


la surabondance 1 pour le degré 5 et définissent un système linéaire 2° 


de. quintiques.- Nous supposerons que ce.groupe a sa structure interne 
_ symétrique, c’est-a -dire que l'équation surabondante obtenue en im- 
$ posant: successivement les 18 points une quintique ne se manifeste 


qu'après avoir déjà imposé 17 d’entre eux, et cela quel que soit l'ordre 


\ 
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adopté pour les points. Nous savons qu'il suffit pour cela + tracer la 
première quintique au hasard à partir des 7 points de la conique ; 
on trace ensuite la seconde quintique en évitant qu'elle passe par un 
des trois nouveaux points communs à la conique et à la quintique dé 
tracée. À A 

Je considère la surface = de l’espace ordinaire définie pe ters trois — 
ae paramètriques 


tae D Sy ee PR eater A de 
NT NN CET) 


(1 


La surface Zest de degré 7;, chaque section plane est de genre à et 
a un total de points multiples formant l'équivalent deg points doubles. : 
Je prends une quintique C, du système oo’ étudié; une quintique ( Gs 
variable du méme systéme perce C; en 7 points situés sur une conique, | l 
variable avec LS mais percant | C; en 3 points fixes A, B, Aes chaque 
droite BC, CA,AB coupeC, en 3 points qui sont les images d’un méme 
point de b> (raisonnement déjà fait plusieurs fois) ; BC perce C; en 
3 points A, AY, A" 1 lingers: d’un point triple L de £; CA donne yu, ur, 
uw” et M; AB, v, v', v” et.N. Chaque section plane de Xa donc 3 points 
triples obtenus ae ce » procédé ; Za donc une cubique g gauche T comme 
ligne triple. Les quintiques du réseau P, By: Pis 26 v, , se coupent — 
en 4 points nouveaux d, e, /, g situés en ae droite avec le point A 
de C,; ce sont les i images des 4 Ponte où une sécante issue de L bee 
_ denouveauZ. | 
| Réciproquement quatre points en ligne droite de II , images de quatre 
points en ligne droite de 3 » correspondent à une droite del espace 
rencontrant la cubique g paudlis I: nous n'avons ici, et pour tout ce qui 
suit, à raisonner comme pour les surfaces de degré 5 admettant une 
cubique gauche pour ligne double. — à | 
Nous savons que A, 4’, À”, ou L point de I, étant donnés, on peut. 
disposer des deux quintiques du réseau P, ... Pj, À, À, A” de façon 
que la-droite defg soit quelconque dans le de d’ailleurs ces droites 
forment un système oo? de même que les sécantes issues de L. Donc 
toute droite du Bes TLest l'image d'une quintique gauche y unicursale 
‘de E admettant ' sécantes quadruples, portées par une reves Q 
contenant la cubique gauche I et QT AUS 


t 
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Si l’on considère deux points de F, L, Met leurs images (A, A’, À"), 
(ue, u', w”)le faisceau des plans pivotant autour de LM donne le faisceau 
des quintiques images passant par les 18 Pet (A, 2’, A”), (py vw, 2”), 
plus un nouveau point fixe qui est l'intersection des deux droites 
AMX” et pu” : ce point est l'image du dernier point où LM perce 2. 
On en conclut que les droites AX’ X” portant les images d'un point de F 
enveloppent une conique C, image de la courbe unicursale de degré 10 
où la développable des tangentes de perce de nouveau 3. 

L'image de Fest une Behe y de degré m,-admettant P,P, ... P,; 
pour points multiples d’ordre d, coupée par une quintique C, en nant 
points hors de P,P, ... Py 1g; On a donc 


(2) > Wu vm = 18d Et 0, 
d’où 
(3) d—2+5h, m—9+18h. 


A chaque point P,; correspond une droite A; et d est le nombre de 
points communs à A; et [': donc d£2, et par. suite h=o, d=2, 
m = 9 ('). Les 18 droites A; sont donc sécantes doubles de I; la courbe 
y est de degré 9 et admet les 18 points P; pour points doubles. Si les 
points P; étaient quelconques, on pourrait dire qu'il y a une seule 
courbe de degré 9 circonscrite aux P comme points doubles : ici, il 
y aurait lieu d’étudier s’il existe une ou plusieurs courbes de cette 
espèce. 


(1) Ce résultat À = 0, d =, m=g fournit la démonstration de ce fait qu’à seize 
points P;, Po, ..., Pis donnés arbitrairement correspondent six couples, et six seulement, 
de points Pis, Pis qui, réunis à Ps, ..., Pais, forment un système de surabondance 1 pour 
le degré 5. En effet P17, Pas étant un premier couple, imaginons que P;, Pi, constituent 
un nouveau couple. Les quintiques circonscrites à P4, Pe, ..., Pie, Par, Pas et PY, forment 
un système linéaire +? contenant encore “Pi, et le point w où la droite P,,P{4 coupe la 
droite Pi; Pys, comme cela a été démontré au Chapitre 1, paragraphe 17. Donc P';, Pi, et w 
sont les imgaes d'un point de la cubique T ligne triple de Z : w est done un point 
autre que Piz ou Pyg, où la droite P,;Pis coupe y : or puisque y est de degré 9 avec P;--et 
Ps pour points doubles, il n’y a que cing points w el à chacun d'eux correspond un 
unique couple analogue à P,P; ces cinq couples et le couple P;:P;4 donnent: bien 
exactement six couples associés Pi Po Pic . La démonstration montre que la conique Cy 
est définie par les cinq tangentes telles que Ps, Piss la droite Py; Pig n’est pas tangente 


à C2. 
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Le faisceau des quintiques P, ... P,, ANA” wu” découpe sur y une 
série linéaire g', les points d’un même groupe étant sur une tangente 
à la conique C, ; le système w° de quintiques P, ... P,, découpe sur y 
une série linéaire g° dont chaque groupe est la somme de trois groupes 
de la série précédente. On remarquera que le théorème de Riemann- 
Roch appliqué au groupe w’v’ de la série g} donne 8 sextiques linéaire- 
ment indépendantes passant par P,P, ... P,, et w/v” : on sait en effet 
que ce groupe a la surabondance 3 pour le degré 5 et r pour le degré 6. 


10. On peut ramener les équations de F à la forme 


(1) D Poa A 2 Lat. 


_ Si nous considérons le polynome général, homogène et de degré 3 
en £, n, C, soit 3 


(2) LPapyetyBsY=o0 (a+ B+y=3), 


ce polynome contient to coefficients p; remplacons &, n, € par 
X?— YT, Y?— XZ, XY — ZT et chaque p par une forme linéaire 
AX + BY + CZ + DT: l’équation (2) représentera alors la surface la 
plus générale de degré 7 admettant T pour ligne triple. Il y a done 
4o paramètres homogènes apparents, mais les identités 


(3) \ CX VT) Yi A(R ZE) EE (XX )T =o, 
|(X*— YT)Z— ¥(XY—ZT) +(¥?— XZ)X =o, 


multipliées par 


(X?— YT)", (Y?—XZ)%,. (XY — ZT} 
(X?— YT) (Y¥*—= XZ), (X?—-YT)(XY—ZT), (V— XZ)(XY —ZT) 


donnent un total de 12 identités permettant d'abaisser à 28 paramètres 
homogènes indépendants ceux qui figurent dans (2). Dans le plan I 
on peut par une transformation homographique donner à P,, P,, P,, 
P, une configuration choisie une fois pour toutes; la surface Z dépend 
alors uniquement des paramètres en nombre 24 qui permettent de 
Gxey Plea he: car nous savons que 16 points P étant donnés, les 
deux derniers en résultent; il faut ajouter les trois paramètres qui 
interviennent dans la transformation homographique la plus générale 


‘ 
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de l’espace De Y, Z, T) qui échange entre eux les points de U (voir 
plus haut). On retrouve donc le total de 27 paramètres non homogènes, 
de sorte que toute surface de degré 7 ayant une cubique gauche pour 
ligne triple est une surface susceptible de la représentation plane étudiée 
IN). 

Si l'on considère une sécante double de Lil suffit d'exprimer que 
deux points de celte sécante appartiennent à la surface (2) pour que 
la droite appartienne tout entière à £; on peut donc choisir 13 sécantes 
doubles et les imposer à ©: il reste alors en général un paramètre 
linéaire dans l'équation de & et l'on à un un os de surfaces ayant 
en commun la cubique [ qui compte pour 27, et les 13 sécantes 
doubles; le Sap: a intersection est une courbe gauche de degré 9; si 
l’on appelle © et Y, deux surfaces du faisceau, fas la représentation 
plane de &, les ey P,,P,,...,P,, seront les points correspondants 
aux 13 droites communes A,, A,, ..., A,,; la droite A,, perce È, en 
sept points dont il n’v a qu'un seul situé hors de I, de sorte que 
l’image u de la courbe U de degré 9 admet P,,, P,.,P,,, Pix, Py, comme 
points simples; d’autre part, on démontre, comme plus haut, que & et 
x, ont quatre points de raccord sur A,, dont deux sont ceux où A, 
coupe I, et les deux autres fournissent deux branches de w passant 
en P,; done uw a avec une quintique circonscrite aux 18 P exactement 
13><2+5+49 points communs : elle est done de degré 8. On 
remarque qu'une courbe de degré 8 assujettie à posséder 13 points 
doubles donnés et cinq points donnés supplémentaires (simples) est 


assujettie à 44 conditions linéaires, et par suite, déterminée, si les 


points sont quelconques, d’une façon unique : on le voit comme plus 
haut en prenant pour les 13 points doubles 13 des 15 points doubles 


_ d’une septique G, connue et pour les cing points simples cinq points 
‘en ligne droite de C,; la courbe C,C, répond aux conditions et il n’y a 


ep d’autre solution C,, car C, et C, ont un total de 13 X 4 +5 ou 


__57 intersections, de sorte que C, fait partie de C,. Donc, si les points P; 
étaient quelconques, il y aurait ume courbe et une seule répondant a 


i : 
ET. dit . ; 
(4) Comme plus haut, on suppose = non réglée, de sorte qu'elle admet exactement 
18 droites, sécantes doubles de I’. Si = était réglée, elle se décomposerait en un plan et 


une surface de degré 6, admettant L pour ligne triple, et par suite nécessairement réglée. 
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la question : or ici les 18 points P; ne sont pas quelconques et forment 
un système surabondant pour le degré 5. En tout cas si # est tracee, 


on remonte dew à U sur ® et le faiscéiu se trouve détérminé. Nous 


allons voir immédiätemént qüe dans certains as w décrira un systéme 
linéaire de dimension 2 et nous aurons non pas un faisceau de 
surfaces Ÿ, mais un système linéaire de dimension 3. Ce serait encore 
une question intéréssante à approfondir. 

il. Les 18 points P; s’obliennent, comme nous l’avons dit, en 
prenant une conique y, et Uné quintique C, se coupant eh fo points 
Abe Cape ere Ÿ. : par vs 7. vey V, on fait passer une autre 
quintique C’, coupant C, en P,, P,, ..., P,,; on peut faire varier C: (et 
par suite lé groupe des P) d’une façon continué jusqu’à ce que C passe 
par A par exemple, mais non par B et C. Alors le groupé P a dégénéré 
d’une façon continue en un groupe de 17 points surabondants pour 
le degré 5, P,, Ps, ..., P,,, situés sur une quartique C, et une seule, 
réunis à un point P,, arbitraire du plan : @’est une configuration 
signalée 4u paragraphe 8. Dans ce cas la cubique gauche triple de 3 se 
réduit à une droite triple D, ayant pour image C,, et une conique 


triple C ayant pour image une quintique C, passant par P,, P,,..., P,, 
comme points simples et par P,, comme point double : l’ensemble deC, 
et de cette quintique C, forme bien une courbe de degré 9 ayant les 
18 points P; comme points doubles ('); mais on voit ici que les quin- 
liques contenant P,, P,, ..., P,, comme poitts simples (16 condi- 
tions Seulement) et P,, comme point double ne sont assujetties qu’à 
19 conditions et forment un faisceau linéaire; ce sont les images des 
sections planes de ¥ par les plans pivotant autour de A,,; pari elles 


' la quintique C,, image, non plus d'une séxtique, mais de la conique 
triple C, s’obtient en Ja faisant passer par les points où la droite «P,, 


(1) C, et Cs se coupent en trois points A, B, C situés en ligne droite, images du point 
commun à la droite triple D et à la conique triple C; la droite ABC perce C, en « et 
chaque droite issue de « perce C, en trois points images d'un même point de D; chaque 
droite issue de Pys coupe C; en trois points images d’un mème point de la conique triple C; 
les points A, B, C, Pi sont sur une même droite. Toute droite issue de P;4 est l'image 


d’une quartique plane unicursale dont le plan contient la droite triple D et ayant un point 


triple sur la conique triple C. 
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perce la quartique C,. Ce cas de dégénérescence prouve qu’il n’y a pas 
nécessairement une seule be plane de degré 9 admettant les 
18 points P comme points doubles. 


12. Il est intéressant de donner des exemples précis de surfaces Y 
de degré 7, ayant une cubique gauche F comme ligne triple ou de 
degré 5, ayant la cubique gauche F comme ligne double. 

Nous en trouvons un exemple dans un intéressant travail de Geiser, 
publié au Tome 67, 1867, du Journal de Crelle, pages 83-89, Les 
surfaces obtenues par Geiser sont des cas trés particuliers des surfaces 
étudiées ici dans leur généralité. Je donnerai des indications très 
rapides sur les circonstances de dégénérescence qui se présentent 
dans les surfaces de Geiser. 

Geiser traite le problème suivant dans l’espace ordinaire à trois 

- dimensions : quand on a fixé au hasard six points a,, a,,..., a, toutes 
les quadriques circonscrites aux a et à un point nouveau A ontencore 

-en commun un nouyeay point A’; A et A’ se correspondent involutive- 
ment et birationnellement et Geiser indique les particularités essen- 
tielles de cette correspondance : appelons F la cubique gauche, unique, 
circonscrite à @,,@»,.-., &ÿ; Si À vient en @;, A’ est indéterminé sur le 
cone du second ordre de sommet a; et directrice l;.si A est placé en 
un point arbitraire de T, A’ est indéterminée sur l'; si A est placé sur 
la droite a;a;, A’ est indéterminé sur la droite a;a; | 

St À décrit un plan R, A’ décrit une sur face X de es 7, admettant V 

comme ligne triple, contenant les 1h droites GQ, Aj, € les trots drpiies 
joignant deux à deux les points où R coupe T. 

La surface E ainsi obtenue par Geiser rentre donc dans celles que 
nous venons d'étudier, mais constitue un cas de dégénérescence, 
puisque, dans le cas général, les 18 droites sont des sécantes doubles 
de T n’ayant aucun point commun. 

‘ Jai rappelé sans démonstration les résultats de Geiser; j’indique 
toutefois une propriété importante qui a échappé à à Geiser : les droites 
AA’ ne dépendent que de trois paramètres au maximum, puisque la 
connaissance de A détermine A’; en réalité ces droites ne dépendent 
que de deux paramètres, et forment la congruence des sécantes doubles 
de F; chacune de ces sécantes doubles porte une infinité simple de 


re Te 


~ 


à 


260 | BERTRAND GAMBIER. | 
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couples AA‘ formant une involution dont un couple particulier est 
formé par les points où AA’ rencontre I. En effet donnons-nous A; 
d’où l’on déduit A’; les quadriques assujetties à contenir A (et par 
suite A’) et un point B de la droite AA’, autre que A et A’, sont assu- 
jetties à Auit conditions linéaires distinctes et forment donc un faisceau 
linéaire : or toutes contiennent la droite AA’B, de sorte que le complé- 


ment de la courbe commune aux quadriques de ce faisceau est une 


cubique gauche rencontrant AA’ en deux points; cette cubique gauche 
passe par 4,, d,, ..., ds, C'est donc l et tout est démontré. On peut 
remarquer que Si @,, dy, ..., Gg Varient, isolément ou simultanément, 
sur I’, la congruence des droites AA’ reste la même, mais sur chacune | 
des droites l’involution entre A et A’ varie, les points communs aT eb. 
AA’ restant toutefois un couple invariable de l’involution. 

Appelons «, B, y les points où le plan R coupe F et numérotons les 
droites A;, A,, .. Ks ainsi : a@, joint à a,,@3, @,, 45, ds donne Ay wets 
A,, À;; a, joint as, a,, a;, a, donne A,, A;, As, Ag; de méme a, donne 
A0 A\,, A», puis a, donne A,,, A,, et enfin.a, donne A,,. Appelons 


5 Ais, Air, Ais les droites By, yx, af. Chaque point a; est un point | 
quadruple de X (propriété non : signalée par Geiser), a pour image dans” 


le plan IT une droite (a). Les six droites (a;) sont tangentes à une 


même conique C:, qui est la conique C, du cas général, enveloppe des 


droites contenant les trois images de chaque point de I. Marquons 
donc six droites (a,), (a), ..…., (a) tangentes à une même conique C, ; 
leurs 15 points communs sont P,,P;;..-; PP}, image de À, ou a 142) 


est l’intersection de (a,) et (a), de sorte que le lecteur fera aisément. 
la figure ; ap inscris en regard de chaque droite les points qu “elle pes re 


L 


(a1) Re By SPER SPE Us naam Hs! 
wrt gay Bie) > RER AON foto tks 
(ig ela Oh Be Bai Ph Bat eis 
(a) is AP Pi Misnb ikea hig 
(as) BP mice oer Pi Pis Pis nes 
(ae). à fr: Ps P,. P 12 tt) Be 


Enfin pi image de By, IP. de ya, P,, de af formént un triangle 


circonscrit à Ca; mais à part cela, quelconque. | A 


La egucby de degré 9 admettant P,, Pas. sr Pi Pour points doubles 


= . * 
rt 


eet + 
DE 
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se réduit aux six droites (a,) plus les trois côtés du Susie | hee Lae Le 
chaque droite (a;) est l’image du seul point a; de X; chaque droite 
RP Piel D est l' a ee la cubique triple T : la décom- 
position, en trois morceaux analytiquement distincts, de cette image 
tient à cette propriété non signalée par Geiser que la développable 
circonserite à Z le long de T se décompose en trois morceaux distincts, 
à savoir les cônes, du second degré, admettant pour directrice I et 
pour sommets respectivement a, 6, y. Chaque tangente à C, perce les 
trois côtés du triangle P,,P,,P,, en trois points images d'un même 
point de F. 

‘Si le point A décrit une droite D (‘) (intersection de deux plans 
R, R,), le point A’ décrit une courbe U de degré 7 admettant les six 
points a; comme points doubles, les plans du faisceau R + AR, — o ont 
pour homologues les surfaces du faisceau & + Aad, = 0, où a est une 
constante numérique donnée. La courbe- U commune à £et £, dépend, 
sur X, de deux paramètres, car on peut faire varier R, en l’obligeant à 
passer par un point fixe; l’image ude U, dans la représentation plane 
de X, est une conique quelconque circonserite à P,,P,,P,, [la théorie 
générale a donné une courbe de degré 8 ayant P,, P,, ..., P,; pour 
points doubles, P,,, P,, et P,, pour points simples; il n’y a qu’à ajou- 
ter à la conique les six droites (a;)|. Si la droite D rencontre T'en «, 
les deux surfaces Z et X, offrent une particularité complémentaire 
d’avoir un cône commun (sur trois) circonscrit le long de I’, le sommet 


étant en «, de sorte que la courbe véritable U se réduit au degré 4 : 


en faisant la représentation de X, on a vu que yx a pour image P,,, et 
a8, P,,; l’image de U dégénére donc en la droite P,,P,, et-une droite 
issue de P,,. Si D rencontre T'en « et 8, on a vu que la droite D est à 
elle-même son associée, elle a pour image uniquement P,,. . 
Les surfaces Y étudiées précédemment dépendaient, une fois I fixée, 
de 27 paramètres; la transformation homographique de l’espace, qui 
remplace I’ par une cubique différente, permet d’ajouter 12 paramètres, 
d’où total aS 39. Ici la surface de Geiser dépend de a,, du ess Ae et R, et 


ll 


- (1) On pout prendre pour R le plan (D, &), pour R, le plan (D, as) de sorte que la 
courbe U se trouve intersection de deux surfaces plus simples, de degré 5, qui sont 


étudiées au paragraphe suivant. 
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change effectivement si ces éléments changent s¢parement A 
tanément : elle dépend done de 21 paramètres effectivemen pus 
pendants, au lieu de 39. Si Pon retranche les 12 parametres de a 
transformation homographique citée, il ne reste que g parametres: 
déterminant, à une transformation homographique plane près, la repré- 
sentation plane : c’est conforme aux résultats établis, puisque la 
représentation plane est définie par une conique C, et neuf tangentes 
de C;3 la transformation homographique plane permet de se donner 
a prior la conique Cy. Le décompte prouve que les six droites (@) 


' ayant été données, tangentes à une mème conique, nous pouvons 


tetas 


prendre pour P,,P,,P,, un triangle quelconque eiregnscrit à C,. Mais 

alors P, .., P,,P,, admettent æ' couples associés : ces couples s’ob- 
tiennent en coupant les tangentes à C, issues de P,,, par une tangeñte 

variable a Cy. 

13. Si dans la gorrespondange inyolutive birationnelle de Geiser, 
nous supposons que le plan R contienne @,, la surface Y, une fois 
enlevé le cone de sommet a, et directrice I, se réduit au degré 5, avecT 
comme ligne double ; c'est l'une des surfaces étudiées au début du 
* Chapitre, mais dégénérée, Le plan R coupe Peng, eten deux nouveaux _ 


x 


: points x, B; les 1 droites de = sont les ro droites joignant deux a 
: deux les points 4, 42, a3, a. a,, plus la droite af. | 
Le long de F la développable circonscrite à Z se compose des deux 
ç cones de directrice T'etsommetæ ou. es | 

; Remarquons que Si dis Gos Gy» Cia Gay % B restent fixes sur la cubique 
ri gauche [et si ay varie sur |’, on a, en apparence, «1 surfaces E : mais 


os ces surfaces, en réalié, se réduisent a une seule, car en coupant deux 
| HSE . d'entre elles par un plan quelconque, on a deux sections planes de 
degré 5, ayant en commun xt points simples provenant des 11 droites 


. communes à £ ef E,, puis 3 points doubles communs, avec mêmes. 
“TS _ tangentes en chacun d'eux, ce qui fait un nombre de points communs 
ae comptant pour 11 + 3 >< 6, soit 29, total supérieur à 253% et 3, 
D: coincident. Autrement dit la surface © étant donnée, a,, 4,, dy, @,, Bes 
ee | a, en résultent aussitôt, et d’une façon unique; on peut ensuite 


or Dork 


7 prendre pour plan R, associé 4X, un plan quelconque pivotant autour 
At de By. . ip ae pean Ngee 
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La représentation plane dé & offre lés particularités suivantes; 
comme plus haut, je numérote A,, A,, A,, A,, les droites joignant a, à 
@33'A;,a,, a,5 puis A;, Aj, A, celles joignant a, à a,, a,, a; A4 À, 
celles qui joignent a, à a,, a, et A,, la droite a, a, ; À,, est la droite ap. 
Les 10 points P,, P,,..., P,, s’obtiennént en prenant les points 
communs à 5 droités (a;), ..., (4,) suivant la disposition 


(4) | fo We ABS Pr Py 
(a2) a a a er ga pe 
(as) ; | Paule Ps als 
(a) P; Ps Pg Pro 
(as) obey oben Pee iG 


Chacune des droites (a,) est image de l’unique point a; de X et ce 
point a; est triple sur &; la conique C, déjà signalée est la conique 
tangente aux cing droites (a;); le point P,, est quelconque dans le 
ae et l'une ou l’autre des tangentes issues de P,, à C, est l'i image de 
la cubique gauche l'; la septique C, déjà signalée se compose ets cinq 
droites (a;) complétées par les deux tangentes issues de P,, à C,. 

Si l’on considère deux plans R, R, passant par a,, ils donnent deux 
surfaces Z, X, dont l’intersection, une fois T et A,, ..., A,, enlevées, 
est une cubique gauche U correspondant précisément à la droite 
intersection de R et R,, droite sécante simple de V issue de'a,; cette 
cubique a pour image dans la représentation de Zune droite arbitraire 
issue de P,,. | : 


Note rectificative. — Au Chapitre [, paragraphe 2, pages 191-102, j'ai 
commis une erreur que le lecteur a dû peangn ee. 
Si la courbe Ci du faisceau 


ry 


(1) A 4 Anis? Bay = 


se décompose en p courbes distinctes et si l’on suppose que C,, et C;, n’ont 
pas de parties communes, on a nécessairement 


; bp Nee OE ey Cn = oy; is 
où f et o sont deux polynomes homogenes de nt en y et y’ et où y et y! 


désignent deux polmomes arbitraires de degré Z en æ et y. Les racines 


264 BERTRAND GAMBIER. 


Pas Pay +... Up de l'équation mumérique en X 
Fi X)+po(r, X)=o 
sont fonctions du paramètre x et la courbe générale du faisceau (1) a pour 
équation : 
(y= ay’) (Y= Bay's 2 YB py’) =0- 

La solution du paragraphe cité est donc trop particulière : j'avais réduit 
en effet f à y? et ® à y?, mais la seule conclusion, qui était nécessaire pour 
achever, subsiste : à savoir que les points. de base,du faisceau (1) se réduisent 


m 2 ‘ I ’ L 
aux rs points communs à y et y’, chacun d’eux comptant pour p?. 


MEMOIRE 


SUR LES 


FONE TIONS UNIFORMES DE DEUX ee ES INDEPENDANTES 


DEFINIES 


PAR L'INTÉGRATION D'UN SYSTÈME AUX DIFFERENTIELLES TOTALES DU 4° ORDRE | 


ATTACHÉ A UNE SURFACE ALGÉBRIQUE 


Par M. Rexé GARNIER 


Introduction. 2 


1. Dans son Mémoire sur la théorie des ‘fonctions algébriques de deux 
variables indépendantes ('), dont les résultats ont été si féconds pour 
le développement de la théorie des fonctions algébriques et des équa- 
tions différentielles, M. Emile Picard posait la question suivante : 


«Concevons une surface f(x,y,z)=0, possédant deux expres- 
sions u de première espèce (’) 


AX YS) Pdr+Q dy 
u sap ma R (212 (de+ DR R, Q dy y») 


- 


mn alx,7,3 P'dx + Q'dy Ri, 1 
° =| 2h Rh? (ae + P 0 dy): 
KE ; 2° ; 
Pouvons-nous imaginer que x, y, 5 sovent des fonctions uniformes 


deuety? » 
Cette même question, M, Picard la renouvelait en 1906, dans sa 
Théorie dura algébriques de deux variables indépendantes (t: I, 


pb: 484). 7 | \ ran 


{ 


(1) Journ. de Math. pures et appl., 4° série, t. 3; 1889, p. 309. 
(2) C'est-à-dire restant finies en tout point de dans les mêmes conditions qu’une in- 
tégrale de Picard de première espèce. — Tous les coefficients P, , Ri sont rationnels 

en (2, J) 3). ‘ à 
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Plus généralement, on peut se poser le probléme Su A 
Déterminer toutes les surfaces algébriques F(x,y,3) =0 sur les- 
quelles on peut construire deux expressious 


u = [ (ide + K dy), 

(8) | DT 
ny | 3 = f ede + Mdy), 
I= [Par+Qay, Jaf Rdv+S8dy, | 


et cela de telle sorte que les fonctions x, y, z définies par l’inversion 
du système (s).soient uniformes en wu ete; H,K,L,M,P,Q;RetS 
sont rationnels en (x,y, z) et les conditions d’intégrabilité sont sup- 
posées identiquement vérifiées. x 

Or, immédiatement, se présente une distinction d’ mine loc 
capitale. S8 P,Q,R et S ne possèdent aucune ligne polaire d'ordre 
supérieur à 1, du et de n'auront pas de singularité essentielle sur la 
surface ; pour abréger le langage, nous dirons que le système (s) est 
normal, et, dans le cas contraire, singulier ('). Le Mémoire actuel a 
précisément pour objet : 


1° La résolution du problème précédent pour le cas normal; 
$ a 2 La résolution du même problème pour le cas singulier, sous Teese 
488 | _ queF n'est pas une surface de genre géométrique nul. 


~ 


| ; En bartibulier; le probléme de M. Picard rentrant nécessairement | 
dans le cas normal, sa résolution se trouvera contenue dans le RER 
travail (?). ELA AT : 


2. Précisons d’ abordles raisons qui amènent à se poser le probléme 
actuel. Le système (s) est un système automorphe ; si [w(u, v),7(u,v), 
3(u,v)] est une solution particulière de (3), on obtiendra la solution 


- (1) Par analogie avec la théorie des équations différentielles (étés 0 où la même Te 
se ‘tinction se présente, il semblait tout indiqué de qualifier les deux cas de régulier et 
Ets: : _ @irrégulier ; mais ici une telle dénomination eit été inadmissible, car les deux termes 

. préestionts devaient déjà figurer dans le Mémoire avec un tout aptre sens : celui qu ‘ils 
possédent dans la théorie des surfaces, algébriques. 
L (2) Vow p; 295. e vi 


à 3 | 
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la plus générale de (S) en remplaçant dans cette solution & ët v par 
Au + Bet Cy + D(A, B,C, D, constantes arbitraires) ('). On prévoit 
done que le problème se présentera lui-méme dans la recherche des jonc- 
tions uni formes de deux variables admettant des groupes de transforma- 
tions hyperabeliens: sur cé point, il nous suffirà dé renvoyér aux 
travaux déjà cités de M. Émile Picard. 

Le même problème se rencontre éncoté dans la recherche des fonc- 
tions de deux variables, uniformes ou à lignes critiques fixes, définies par 
des systèmes dugsreniiels algébriques. En effet, lorsqu'on se propose 
de détérminer les fonctions d’une variable, uniforié ou à points cri- 
tiques fixés, définies par des équations différentielles d’un ordre 
donné on doit d'abord intégrer des équations qui ne contiennent pas 
la variablé indépéndante (? }: “Ce soht, pour les déux premiers ordres (*), 
les équations suivantes : 


BR ss 


ou f(a, y) est une fonction ratiohnellé du point (a, y) de la courbe - 
algébrique F(a, y) = 0. Lorsqu’elles sont uniformes les intégrales de 
ces équations sé raménent aux fonctions classiques (elliptiques, expo- 
nentielles, ratiorinellés); et, dans ce cas, le genre dé la courbe F ne 
peut dépassér lunité. 

Or, posé dans le champ de deux variables indépendantes, le premier 
des deux problèmes précédents s’énônce ainsi : 

 Déterininér toutés 18s surfaces algébriques F(x, y, =) — 0 telles 
que ee fonctions æ, y, = définies pat Vinversion d’un système aux 


€ 


(1) Celte rémarque nous permeltra d’abréger l'écriture : fréquemment il nous arrivera 
de définir un syslème (8) au moyen de l’une quelconque de ses intégrales (où ne figurera 
aucune conStanté arbitrairé ). 

(2) Effectivement, à chacun des types possibles pour (Bi), M. Painlevé a fait corres- 
pondre une classe spéciale d'équations du sécond ordre à points critiques fixes. 

(3) Et; pour le troisiètie ordré différentiel, les équations appelées « simplifiées » par 
M. Painlevé; et dont les intégralés se réduisent aux fonctions automorphes de H. Poin- 
caré, ou à des combinaisons de fonctions élémentaires. 
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différentielles totales 


du=P(2, y,s)dx + Q(x. y, 3) dy, 


(A2) dy=R(x, y, 5)dzx + S (x, y, 3) dy, 


où P, Q, R, S sont rationnels en a, y, 3, soient uniformes en u et 9. 
Ce probleme a fait l’objet des recherches de M. Picard ('), puis de 
celles de M. Painlevé (?). Les surfaces répondant à la question sont : 
1° les surfaces hyperelliptiques de Picard; 2° les surfaces elliptiques 
de genre o; 3° les surfaces réglées elliptiques; 4° les surfaces 
rationnelles ; et les fonctions uniformes æ (u, ¢), y(u, ¢), =(u, +) se 
ramènent aux fonctions hyperelliptiques ou à des combinaisons de 
dégénérescences de ces fonctions. 

Quant au problème (B,), analogue à (B,), c’est précisément celui 
qui fait l’objet du Mémoire actuel. 

Enfin, notre problème se rattache encore d’une autre façon à la 
théorie des équations différentielles ordinaires: Si l’on fait, par exemple, 
s— const., la fonction uniforme æ(Au +B, »,) vérifiera une équation 
différentielle algébrique du troisième ordre : les résultats que nous 
avons obtenus dans ce problèmé trouveront donc une application dans 
la théorie des équations différentielles (*). 


3. Tout ce que l’on sait actuellement sur l’extension à deux va- 
riables d’une théorie déjà établie dans le cas d’une variable (et, én 
particulier, la comparaison des problèmes A, et A, ), tout permettait de 


(1) Mémoire couronné (loc. cit.), p. 223 à 250. pt 

(2) Leçons ... professées à Stockholm, Paris, 1897, p. 288-351. Acta math., t. 27, 1903, 
p. 1. M. Painlevé a énoncé ses résultats dans le cas plus général où l'intégrale de ~ 
(A) est une fonction à un nombre fini de branches (Acta, p. 49). Dans le cas où l’inté- 
grale doit être uniforme, les résultats de M. Painlevé conduisent à un énoncé préeis 
qu'on trouvera au n° 46 du Mémoire actuel (p. 356).— M. Painlevé n’a publié la démons- 
tration de ses résultats que dans le cas où l'intégrale générale est une fonction algébrique : 
des constantes d'intégration ; mais depuis que ce Mémoire a été rédigé je suis parvenu 
à rétablir la démonstration des résultats de M. Painlevé (Comptes rendus, 1. 179, P::7971); 

() Inversement, si l'état de cette dernière théorie avait été plus avancé, on aurait pu 
l'utiliser pour la solution du problème actuel : à ce point de vue, si F est un cylindre 
elliptique, il paraît tout indiqué d'appliquer un théorème formulé par M. Painlevé pour 
les équations du 3° ordre (Acta math, t. 95, p. 73-74); mais cette proposition appelle 
de nouvelles recherches. ; 
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prévoir que la question actuelle est singulièrement moins simple que 
l'intégration uniforme de (B, ) Bornons-nous (' ) à cette seule remarque : 
On sait que pour le problème (B,) les résidus de la fonction /(æ, y) 
doivent être rationnels ; au contraire, dans (s), dl et dJ peuvent pos- 
séder des courbes polaires affectées de résidus irrationnels ou RAD 
sans que l'inversion de (8) cesse, pour cela, d'être uniforme”: pour s’en 
convaincre, il suffit de considérer le système 


fly, 5) dy feu,» d 
etal: ; vo — abe zs 


[F(y,s)=0, courbe de genre 1]. Observons, de plus, que l’intégrale 
* générale du système tu possède à distance finie des lignes essen- 
tofs mobiles (?). 

Pour toutes ces raisons, on conçoit done que les difficultés qui sé 
présentaient déjà dans le cas d’ ape variable à propos des singularités 
des intégrales doivent se retrouver, aggravées, dans le orbits 

actuel. ssi. les propositions rie jusqu'ici sur les fonctions 
analytiques des déux variables (étude du continuum des singula- 
rités, inversion, 574) ne pouvaient être d'aucune utilité. En fait, s’il 
était permis d'aborder le problème, c'était d’une part, grace aux 
méthodes de recherche données par M. Painlevé pour les équations 
‘différentielles ; ; — il faut observer d’ailleurs que lorsqu'on opère sur 
un Système à deux inconnues une transformation dégénérescente de 
M. Painlevé, le système-limite doit rester résoluble par rapport aux 
inconnues ; et cette condition évidente rend l'application de la méthode 
moins immédiate qu’on ne pourrait croire à première vue — ; etu’était, 
d'autre part grace aux importants résultats obtenus par | les géomètres 
italiens dans la théorie des surfaces algébriques. Effectivement, toute 
transformation birationnelle qui change la surface F en une variété 0? F’ 
change le système (s) en un second système qui répond également à 
la question (et cela, quel que soit le nombre de dimensions dé l'espace 
auquel appartient F’): en d’ autres fermes, ce qui intervient dans le 
nprohième, ce ne sont pas les propriétés projectives de F, mais celles 


ey Cee Me vs Parga ; LE 
(2) Voir n° 9, p. 279. : ks 
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de Vente algebrico dont F est un modèle; or, tél est précisément le 
point de vue de l’ Écoléitalienne. 

Nous pouvons réstimer thainténant la disposition du Mémoire ainsi 
que les résultats généraux que noùs avons établis. 


4. Le Mémoire est divisé en sept parties. La hethière à pot objet 
de délimiter les catégories de Surfaces auxquellés pétit appartéhir F. 
Appelons lignes pe be de l’expression wu les lignes le long des- 


quelles Log “4 et Log i deviennent infihis simultanément. Nous 


établissons successivement les théorémes suivants è 
 Tnéorème 1. — Le genre d'une lig one singulière ne PEU dépasser P l'unité. 


Diigo ics 


: D(x,ÿ) 
sairement une ligne singulière. | Ni er 


Tuforéne IT. — Sr s’annule le long d’une courbe on C est néces- 


Téorème II]. — Le genre:géométrique de F ne peut dépasser l'unité. 


Précédemment, M, Émile Picard avait établi (‘) que si les coor- — 
données #,y,z d’un point quelconque d’une surface algébrique 


«s’expriment par des fonctions uniformes de deux paramètres w et », 
restait invariables pour un groupe de substitutions de la forme 
(u, 9; au + b, RSA a 


et que le doiiaine folidamental de ce groupe soit tout éntier à dis- 
t ance fihie, Sans singularité essentiellé des fonctions sur sa surface, le 


genre de la surface ne pourra dépasser Vunité ». Mais nous avons 
dus observé que dans le problème du n°1 les solutions a (u, v), y(u,v), 
= (u,v) peuvent présentér des singularités essentielles à distance finie; 


pour pouvoir êtré appliquée à notre problème, la veces da Maik ak: 


M. Picard exigeait done un complément : nouveau. 


Taéorëne IV. = Si la sur face F possède une courbe canonique effective 


le genre de cette courbe (ou de chacune de ses composantes, si elle est 
réductible) ne peut dépasser l'unité. 


Li 


(1) Mémoire couronné (loc. cit), p. 316-318. 


~ 
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Trtoreme V. — Si le genre géométrique pz de F est égal à 1, ou bien 
u et ¢ doivent étre des expressions de premiere espèce, ou bien pour une 
valeur déterminée de la constante h l'une des combinaisons us”, ou 
Logu + hy, ou u + ho, est une expression de premiere espèce. 


5. Ayant ainsi limité les hypothèses admissibles pour les genres de 
la surface F, on peut attaquer le problème en-adoptant successivement 
l’une ou l’autre de ces hypothèses. Or, à deux reprises différentes, 
pour p, = 1 et pour p, = 0, on est amené à supposer que F est une 
sur face elliptique; atin de ne pas interrompre l’exposition, nous avons 
consacré spécialement la seconde partie du Mémoire à l'étude de ces 
surfaces. Les surfaces elliptiques ont été rencontrées d'abord par 
. M. Émile Picard (!); puis M. Painlevé en a caractérisé complètement 
la représentation (?); enfin M. Enriques (*) les a construites en insis-. 
tant particulièrement sur le cas où le déterminant de la surface est un 
nombre premier. Nous avons obtenu, dans le cas d’un déterminant 
composé, une représentation plus simple (*), et ceci nous a permis 
d'établir directement l’existence et de donner la construction effec- 
tive des sept surfaces elliptiques F’, de genre géométrique zéro, possé- 
dant un faisceau elliptique de courbes elliptiques : nous avons obtenu 
ainsi, et de la manière la plus naturelle, les modèles que nous croyons 
les plus simples possible des surfaces F’. 

La troisiéme partie se rapporte au cas où F est une surface irrégulière | 
de genre p,— 1. La discussion repose sur le théorème V; on prévoit 
done que dans les trois cas possibles (p, = 0; pa= —1, surfaces hyper- 
elliptiques ou elliptiques) un méme probléme préliminaire se posera : 
la construction des expressions de Picard de première espèce sur la 
surface. Dans le cas où F est une surface de Picard, la construction 
repose sur l'étude de ces expressions le long des courbes du système 
de dimension, de genre € et d'ordre 2 ces d'indice 25) que possède alors 
la surface. A 

(1) Mémoire couronné, (loc. cit), p. 205-212 du Mémoire. 

(2) Lecons .. . professées a Stockholm, p. 289-285. 

(3) Rendic. del Circolo mat. di Palermo, t. 205 1905, p. 17. 

(*) Au moment de corriger les épreuves de ce Mémoire, nous ajouterons que, lors de 


son récent passage à Paris, ‘Tillustre géomètre a bien voulu nous signaler que la même 
question a ee l'objet d’une étude analogue de M. CHINE 


272 RENE GARNIER. 


La quatrième partie, plus analytique, est consacrée au cylindre 
elliptique. Dans le cas général où I et J ne sont pas du type asa ; 
logarithmique, la méthode s’appuie sur une réduction préalable de 1 
et J, reduction qui augmente d’entiers positifs les résidus de 1 et J et en 
qui généralise celle des différentielles de Picard. Si I (ou J) est du | Silt. 
type algébrico-logarithmique, la solution du probléme se déduit i 
(mais par une discussion longue et complexe) de la solution ae pro- ay a 
bleme À, : BA ARE ; RAC 

La cinquième partie traite des surfaces Han de genre zéro. 


La formation des expressions u et v exige la construction des intégrales is TES 
_ de troisième espèce de la surface F, problème où intervient la nature me 
arithmétique de F. La fin de la a ieee de utilise les résultats de la ie 


quatriéme partie. | 
Enfin la sixième partie est alice aux surfaces régulières; : grace 


au théorème de Severi- Picard le probléme . se ramène encore à:An° 24" 
Rrep lene Age. om FLE 
3 ‘ r 
6. Voici. maintenant le résultat général auquel ont abouti nos PAS 
recherches sur les systèmes normaux. La surface F peut appartenirà 
six catégories différentes, et pour chaque catégorie le système (8) doit 
être l’un des suivants (*) : sd iit. RENE 
dents EL: 
I. Fest une ‘surface hyperlipigue de Pica a On doit avoir ( ay ER 
Pr _ ev+BV, . Ba fre exv+8V. “s S (aol. + BV a ee “eis 7 
s, + 2 m1 bé er A 
ve fF verra, ( ess Mp ya BW, : RS Le = yU + OV xa 
(a B, v5 $= const numériques; ad — By oH 0 PACE PRE Vs = ae 
aps et 7 paramètres de la représentation hyperelliptique normale de FI. - SE 
\ PT 
AU. 
Il. F est une sur face higeneletinge’ de Picard du type elliptique. pee 
F Baers alors (au moins) dens faisceaux elliptiques, auxquels sont 
(1) Cf. note (1) du n° 2, Pp. 26. Les constantes numériques figurant dans ie systèmes = | + 


doivent satisfaire à des conditions d’uniformité [en général transcendantes par Mao 
- aux coefficients de (s)] qu'on trouvera dans le cours du Mémoire. 


(?) Les deux derniers systèmes sont des dégénérescences a premier (ef. n° 6 ahs 
passage de Vial), = ms 


hese ta DE ] 
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attachées deux intégrales de Picard de première espèce, æ, et wy. 


Soient: (2,755) = x etd: (a, yes) in. les équations du premier 
faisceau, et r(A, u)==/(w,) une fonetion rationnelle de i et u [telle 
que (8) soit normal | ; posons 


LR TE +6 | +f seo) dw, 
Vi=ywi+ 4 Lu. + fs w,) dv] (ad — By Ao); 


(a, 6, igs —= const. numériques ), 


onaura 
uel Wert (=U 
S2 af ou : 1 
Se | CRETE BV = (aang 
II. F estun Dore elliptique = — gag; (ou 4 ee pe, 
y = p'e). 
Posons 


A = + [r(s) dz, B= Logs + | o(w) dw 


[r(3), fonction rationnelle, et 8 (æ), fonction rationnelle de æ et y, 
sont choisies de manière que (8) soit Do (3) coincide, soit avec 


l'un des systèmes AS 
\ Der 


ie Aa = Shits 


FT 


dz 
a Seay une constante arbitraire re d(z :) est une équation de 


_ Briotet te à intégrale générale uniforme |; 


? ie Cou (a, 6, y, à, const. numériques), 
(34) v= ebw+ûr (ad = By 27 o) : 
v= YAO); 
(5) Wet Vos € (a, By, 0, const. numériques), 
: les EN * (ad. = By 4 0): 


soit avec une Apec de ces bee Gey. n° 9 D4). 


Ve Fest tre elliptique de genre zéro. te = const. l’équa- 


tion du faisceau [K], U l'intégrale de Picard de première espèce de F. 


Ann. Ee. Norm., (3), XLI. — SEPTEMBRE roi, 4 30." 


~ 


274 | RENÉ GARNIER. 


a. Les courbes ( sont de genre &2 1; on doit ayoir 


ue Ze sY (a, 8, y, 9, const. numériques), 
5 5 NN 7 
( 6) Seater (ad — By 4 0) 
avec 


Q; 


i= He on T0 


les c, sont des constantes numériques, choisies arbitrairement ; 
= e; sont les points critiques de la fonction algébrique ¢(z) liée 

3 par l’équation abélienne de degré n, 9 (6,3) = 0 attachée a F; 
les 2 Q, sont des périodes convenablement choisies de U. 


-b. Les courbes G sont de genre 1. Soit V le second argument de la 
représentation elliptique de F'; on doit avoir 
Rosen oe tv 
(5,) LV ou FEV 
V. Fest une surface hyperelliptique régulière (au sens généralisé de 
MM. Enriques et Seyeri). Les seuls cas possibles sont les suivants : 


a. F est l’une des trois surfaces de genre o et de bigenre 1 
obtenues par MM. Bagnera et de Franchis (') (Surfaces VIII, IX et X 
de ces auteurs). 


b. F est une surface a plurigenres tous égaux à 1, possédant une 
involution cyclique d'ordre 3, 4 ou 6 (Surfaces XII, XIII, XIV de 
MM. Bagnera et de Franchis). Soient U et V les arguments de la 
représentation elliptique (a) ou hyperelliptique (6) de F; on doit 
avoir 
(Ss) i oot Ue SV. 


ce. F est une surface de Kummer, à diviseur 9 = 1, ou une de 


ses généralisations (6>1) dues à L. Remy et à M. Traguards On doit 
avoir 


(8,) “= al +BY, 


=yU +0V 


(1) Memorte della Soc. it. delle Sc. (dei AL), série 3, t. 15, 1908, p. 340. 
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[U, V; arguments de la représentation hyperelliptique canonique ; 
a, B, y, à, constantes numériques telles que a0 — yo]. 


_ VI. F est tne sur ‘face ati Le problème se ramène à un 
problème (A) [n° 2] : car une transformation rationnelle change F 
soit en une surface hyperelliptique de Picard, soit en une surface 
elliptique, soit en un cylindre elliptique, soit en surface râtionnelle, 
et la même transformation change (S$) Sbit (3,9) en l’un des systèmes 
obtenus par M. Picard et par M: Painlevé pour la surface transformée. 

Du tabléau précédent, il résulté que Les systèmes différentiels(s) 
résolvant le problème de M. Picard appartiennent aux calégories 
(8,), (85) [avec 7 (3) =0; 3! = Ÿ (z) relation algébrique de genre un] 


et sa dégénérescence 
t v v re 
HI f — ND 
ae, (162 


: (8:), (8s), (8) et (849). Les surfaces F rentrent toutes alors dans le 
type hyperelliptique (dégénéré ou non); et les solutions x (u, ©), 
y(u,v),z3(u, v) rentrent dans le type des solutions de (s, ) (dégénéré 
ou non). 


> 


7. La méthode que nous avons employée pour les systèmes nouveaux 
s applique d'elle-même aux systèmes singuliers et nous a fourni a leur 
sujet des résultats étendus. Ces systèmes font l'objet de la dernière 
partie du Mémoire. À priori, on pouvait se demander si l’existence 
d’une ligne de singularités essentielles pour e' ou e*(n° 1) est compa- 
tible or uniformité des intégrales : dans le cas d’une variable indé- 
pendante (problème B,), M. Painlevé a démontré que l'intégrale 
générale de l'équation : 


. : K(x) dx 
f dx 


11, — 8 
1 
[A (x) algébrique en æ] ne saurait être uniforme si eJ "4 jjossède un 
point essentiel. C'est ici qu’apparait une fois de plus une différence 
profonde entre le cas d’une et celui de deux variables indépendantes ; 
pour le voir, il suffit de se reporter à une transformation biuniforme 
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citée dans un tout autre but par M, Picard. Le système (8) défini par 


1 1 , 
x RAD 
teary e's nl 


est intégré par les fonctions uniformes w=", y=ue-* , et il pre- 
sente effectivement une ligne essentielle, x=0. 

Or, dans ia septième partie, nous établissons que tous les théorèmes 
démontrés dans la premiére partie pour les systèmes normaux s'appli- 
quent encore au cas singulier, Pour pg=1, il n'existe done aucun sys- 
tème singulier, exception faite de (8,) [aucune restriction n'étant im- 
posée alors à la fonction r (À, 4) ]. Pour achever l'étude des systèmes 
singuliers ilreste à traiter encore le cas de p, =o ; que le problème 
réclame un nouvel effort, cela ne doit pas surprendre : au contraire, 
on vérifie ici, une fois de plus, que les systèmes différentiels à inté- 
grales uniformes dont les caractères algébriques sontles plus simples 
sont souvent aussi ceux dont l’étude est la plus longue ('). 


PREMIÈRE PARTIE. 


THÉORÈMES GÉNÉRAUX. 


8. THÉORÈME I. — Forme du système (8) dans le voisinage d'une ligne 
singulière V. — Appelons lignes singulières de u les courbes de F le long 


0 0 ; és O ee 
desquelles Log et Log om deviennent infinis simultanément. Le sys- 


téme (s) étant supposé normal, nous commencerons par démontrer le 
théorème suivant : 


Taéorème I, — Le genre d'une ligne singulière V ne peut dépasser l'unité. 


Tout d’abord, moyennant une transformation birationnelle préa- 


lable on peut toujours supposer (2?) que I appartient au plana=o; 
1 . . . , : 
(1) Les principaux résullats de ce Mémoire ont été exposés aux Comptes rendus, 1.176, 
1923, p. 1363, 1528 et 1689. Les deux dernières Notès complètent le résumé du n° 3 (p. 271). 
(2) Cf. PAINLEVÉ, Acta math., t. 27, 1903, p. 12. ; 
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L sera donc définie dans ce plan par l'équation 
= (1) . (y, 0; 


F, représentant un facteur irréductible de F (0,y,3). T pourra être, 
d’ailleurs, une courbe multiple de F ('); mais d’après un résultat - 

classique de G. H. Halphen (?), on pourra décomposer le voisinage 
de T en un nombre fini de nappes telles que sur chacune d’elles on 
ait, pour une valeur entière positive de y: 


“ + ù - + 0 

P= 4AM, Q=VB(yX, r=, 
: 3 —V-+1 =) 

les A; et les B; étant rationnels en y et = liés par (1); de plus, Het 

K sont supposés holomorphes en X et non nuls pour X = o. Or lacon- 

dition d’intégrabilité pour P dx +Q dy donne aussitôt à 


Bay] bete . neal Dee 0; ACER Bay CRC 
| . 


d’où lon tire (*) 
Je dx + Q dy =v(a—1)LogX +f Bo( y) dy +vXA 6, (97) +.. 
et dans le voisinage de F on pourra écrire 


eg Ol RAs WA) +. rex 
Tr y) dy 


22 X (4-1) ee [x SEX Al yo x. ate XY 1 SCN) .| dy. 


ae la condition d’intégrabilité de du; en supposant hae I 


“4 (1) On pourrait éviter celte complication en remplaçant F par une transformée bira- 
{ionnelle convenablement choisie dans Ss. 
(2) Œuvres, t. 2, Paris 1918, P- 159. ee 
(3) Dans la formule (17) du Mémoire de M. PAINLEVE (oc. cit., P- 13)et dans es for— 
mules suivantes, le terme Am (y) représente l'intégrale d’une fonction algébrique (et non 


> pas uno fonction algébrique). Mais ceci ne change rien aux conclusions de l’illustre 


géomètre. PRESSE 


” 
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et B, (v)=0 on trouvera % = a — 1, avec 


a) an, = Ce 1)y des 


, 


multipliant du par «v on pourra donc écrire 


ne eg eT eee SRE 
. By y)Xeed ne (ice VE Pe Te 
La nouvelle panditien Vintégrabilité donnera 
av(BA;+ Ai) = (av +/) BoA, Cp. sag Stare 
et, si xy n’est pas un entier négatif, on en déduit aussitôt 


Boy) 


; d | 
(2) PO IT Kat) EURE X/ Ao (¥) +... ], 


les A; (y) étant rationnels en y et z liés par (1): nous dirons que u 
est alors dutype général. 
Si ona av=n(u entier négatif) il faudra envisager à part le cas 


de j = — n et, Süivant que A_, eJ "tr Sera constant ou non, on aura 
(3) = X"[ dog (¥) + Xd(y) + ...] +e LogX + f(r) dy 

ou 

(4) Re Jeu SNA eee fed By (dy Mi phe 


[c, constante; les A; et B, fonctions rationnelles de (y, 3)|. Nous dirons 
alors que uw est du type exceptionnel. 

Pour «= 1, a devra être entier (‘) et w sera encore du type excep- 
tionnel (avec x positif ou négatif). Enfin pour B,(y)=0, l’expression 
qu'on obtiendrait pour wu rentrerait encore comme cas particulier dans 
les formes (2) ou (3). ; 


(1) Dans ce cas, il se peut que l' ne soit plus une ligne singulière, mais une ligne de 
niveau pour w. Les développements suivants restent cependant valabies, et la conclusion 
subsiste : si la courbe algébrique l est une ligne de niveau pour u et 9, son genre est <1. 
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| En définitive, dans le voisinage de la ligne singulière, le système 
différentiel aura l’une des formes suivantes ( ): 


+ By (y) dy y 
ei) [1+ Xb(y) +... |], 


(1) 
DER eet iL ER ENT AN dE 
UE |v elogn + f ws(y) dy + Xu(r) + 
DoCy)d } 
neste ef one he) 
“ate os Je : ee (y) dy + od MP a y)+...], 
is fruar she l 
e hye [r+ X<i(y)+..-]3 
eae 
(IV) 
Le Sh logh + { @(y)dy +X2 (¥) + 
ne ee ‘ 
y 
( ) od bey [roa 
ne ®(y) dy +e FEV CU) |; 


ceth bn des constantes ; les fonctions de y sont rationnelles 
en (y, 3); enfin pour ay (ou $y) entier, w (ou #) peut, soit contenir un 


terme en Log X [et l’exponentielle ed boty (ou ed Pot) est alors ration- 
nelle en (y, 3), soitadmettre un coefficient 1 Ve) non VER ique en y. 


9. Le cas général ; Fest de genre 1.— Cela Gant. éonsidérons d’ abord 
le cas où (8) est du AT (1) et admettons que l’on ait 


(By. © HU) = BBo(y) — @Do(y) 40. 


Dans (1) remplacons X par EX, uw par e*”w ete par <9; puis faisons | 
= 3 : . vx _ 


(1) On a exclu le cas où w 2 # seraient tous deux du type exceptionnel non logarith- 
nique avec des exposants n2o0:T ne serait alors une ligne singulière ni pour w, ni pour ¢. 


f 
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tendre < vers 0; (1) tendra vers le système ; É 


(y) dy Dol y) di 
8 à Havre fe ; Ê= Saye 5 
qui, en vertu de (5), est résoluble en « et (y,z) et qui, de plus, doit 
définir des fonctions uniformes æ(u, ¢), y(u,v), z(u,e). Mais on 
déduit de (I’) 


f Hone) ) dy = Logu — a Loge, 


relation qui ne peut donner pour y et z des fonctions unt ree deuety 
que st le genre de TV ne dépasse pas l'unité. 

Supposons d’abord que F soit de genre 1 ; moyennant une transfor- ~ 
mation birationnelle sur F on pourra ramener F à la cubique 


2=0, y=p(wlo,o').  s=p'(wa, 0”) 


3 h ; 
On devra avoir H==-, 2 étant une constante (0) et l’on pourra 
écrire 


O2 


Bo= aR(y, SJ LE, D, = PR (7, 3) + = 


avec 26 — By-£o(!); la fonction R(y,3) n'est d’ailleurs définie qu’à 
un terme additif près en af Ainsi le système (I’) se réduit à 
(1) | u = £xY% er, v = 28 YB eb 
Rd ‘ . Car 
(avec yael ’). Or fR dy est une intégrale de troisième espèce 


relative aI’; puisqu'on peut en retrancher un terme de la forme kw, 
on peut écrire 


M 
[Ro s) dy <> A; PRE 21 
2 +! 


(1) I en résulte que les intégrales | By (7)dy et #2 Do(y)dy ne pourront pas se réduire 
toutes deux à des logarithmes de fonctions rationnelles, 


410 
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et la solution de (T) sera donnée par les formules (') 


v= — 6" Logu + a’ Loge, 
; M 
(6) ~ ; (sw + a;) |- 
Y=pP#, APP; D'=US) ovT] [EY] 
3 ae j=1 
ayee= 2 
a! 21 t 6! I 
PI age fa ay HO By 
PR M VA M — A) 
i f ; 5 ot c ow 
Posons alors >, A;a; = a ; l'expression | | (WT ay) D pe 
ow o(w—a) 


Es jane 
fonction elliptique de w, est rationnelle eny et z; par une trans- 
formation birationnelle 2, = ar (23), on pourra ramener les rela- 
tions “Ra à la forme 


S(w— a) | 
Æ Of j= yl sis FSI ES ! 
AN U ANT eet y= pie, sp w 


et, pour que +, y, z soient uniformes, il faut et il suffit que l’on ait : 


. 


‘2ria'— 2me +2nw’, ae | 
atiB— 2po +oqu, 
anty’ =—(2my+ 2nn')a+ arnt, 


2ri0 = — (2pn +2qn)a+2sTé, 


THe Ws Ps CUP étant des entiers. En particulier, si a est nul on aura 
a = i & Ce 

Ce HP RCE é’ sont entiers ; et si l’on a, de plus, ¢=o (d’où 

NS T , i " = 

à =0, Ve)! exposant 8 est sûrement rationnel. 


40: Le cas général; T est de genre o. — Supposons Man que I 
soit de genre Zéro; par une transformation birationnelle sur F on 
pourraramener son n équation à s —0, ef st l’on fait 


t+xLogr 
V == Vo Le 


(1) Foir la note (1) du n° 2, p. 267. 


Ann. Ee. Norm., (3), XLI. — SEPTEMBRE 1924. 36 
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(en supposant, par exemple, 6Z0o) l'équation 
fran On —8B Id = 


devra donner pour y une fonction uniforme de £. On en déduit aisé- 
ment (') 


“Ne | S 


Bo(y) =a@R(y) + 1, Do(y) = BR(y) + 


avec ac — By =£o et 


M 


A > 
RE A Sr A: 0): 
R(y) Er (440) 


Ainsi le système (1’) se réduira à 


Ley ENT, = x YB yè 


M ; . 
avec Y= II (y—a;)”; onen tire [avec les notations (7)]: 
j= , | 


ay = ae eet yan Bl tT, 


Ainsi «’, 8, y’, 2’ doivent être rationnels et les Aj, entiers, de sorte 
_que moyennant une transformation birationnelle 7Y =x,, le système 
(1) s'écrit : 
WU TN, c= x8 yo. 


De la condition d’uniformité qu’on vient d’énoncer il résulte, en par- 
ticulier que lorsque la ligne singulière est de genre o, ses résidus à et 8 
doivent étre rationnels. sc - 


11. Examen des cas d'exception. — Supposons maintenant que la 
condition (5) nesoit plus remplie; dans ce cas le système peut s’écrire: 


(1) C'est une conséquence du théorème classique de Briot et Bouquet. On peut encore 
l’établir directement de la manière suivante. La fonction rationnelle %D o—6Bo ne pou- 
vant avoir de zéro se réduit à P-'(y), P(y) étant un polynome dont le degré ne peut 
dépasser 2 (comme le montre l'application d'une substitution y\y-t). Moyennant une 
substitution linéaire sur y on peut supposer que Dy —$ Bo. se réduit à Az», les autres 
formes (A: y? ou A) ne pouvant donner pour y des fonctions uniformes de u et ¢.. 


~ 


i) 
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(pour «=o ) 


PTE Ê fr 1 dy 
(8) Sign fait CNP [t+ Xebi(v) +...], 
8 fr y)dy 
p— ku* = XP e [Xe AX) +. 4 


k désignant une constante et €, (y) étant rationnelle en (y, z). Admet- 
tons d'abord que l’on ait 


Ce 2 avi, (7) = eB Ent) # 0. | 


8 
Onremplacera upar € eu, 6 par ke? usa + +26, X pareX, et l’on fera 


tendre e vers o. A la limite les fonctions DCH Gs) AD 0), 8 (Hs 2) 
définies par le systeme 


À ms By (y) dy 
= x (2 ñ 


, 


J Dol y) dy 
C= X Bye. e SAS A) 


[résoluble d’après (9)] ne peuvent étre uniformes en + que si le genre 
de la courbe l'est au plus égal à r ; d’ailleurs, dans le cas actuel, x =o, 
D(u,¢) 
D(x,7) 


Supposons AT que la condition (o) ne soit pas réalisée 
. (avec @ 0); on procédera sur (8) comme sur (I), et ainsi de suite. Je 
dis qu'au bout d'un nombre fini d’oper ‘ations on aboutira dun système 


est pour un zéro d'ordre «+65 — 7 oe 


i = LAN * 
| nat RTE 
Ms) 7 } 5 | \ : 
( 2) i s Te. ; J Poo ) dy : é } 
p— À ur—., = fat eet NOM ee MELON oo AUDE 0) 
dont le système-limite sera résoluble en x, y. En effet, dans le cas con- 
traire, la suite dont le terme général est |«A,| croitrait indéfiniment ; 
D(u,v) 
D (x, y) 
TRES Noe ie Wigs cea £ t 
sance au moins égale & a — 1 Fast — =a(Ayi, +1)—1; cette. 


or, d’après(xo), le déterminant > contient æ en facteur à une puis- 


\ puissance éfant nécessairement finie, la suite | PIRE est bornée, contrai- 


rement à notre hypothèse. * 
On traiterait de même les systèmes (II) à (V) du neo. Sl wy par 


| a, Ce ee r 
ee t.@ ta \ 


‘4 


Te Se 
ies 


Oe, 


Na 2 Et «2e 


ANS 


PR St . 


Cas 


: 
ME 


. 
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exemple, est du type exceptionnel logarithmique, on remplacera X par 
eX, u par u + c Loge et l’on fera tendre € vers zéro; à la limite, les sys- 
tèmes (IT), (III), (IV), (V) tendront vers les systemes 


(11) *use,Loga+ [way et Jo 

aw) w= Jr ay Oo egies att ee 

CTV) er aN Loge + fwondy, v= k, Loge + [@(y)dy, 
22) Me sous +f vb (y) dy, car Jar ®(y) dy. 


Les tenes (Il’) et (1V’) s’étudient comme (1) | et s’en déduisent 
d’ailleurs par la substitution de e“ (oue’) à l’ancienne variablew (ous). 
De même, le système (V9 se traitera comme (III’) qu’il nous reste à 
envisager. 

Or, B,(y) et wb (y) étant des fonctions rationnelles du point (nae 
de I, et y, z devant être uniformes en & et ¢, il résulte de la solution du 
problème (B,) que la courbe I est de genre r au plus. 

Si l'est de genre 1, on doit avoir | 

RC AE — Ae dy ou. du=Adw 
(A, constante d’intégration; æ, intégrale de première espèce de I). 
On retombe alors, soit sur les formules du n° 9 (où l’on ferait x = 0), 
soit (pour À = o) sur une dégénérescence de ces formules. 


Si Test de genre o, on doit avoir du = ef, ae = g(y) 


> du 
étant une équation de Briot et Bouquet à intégrale uniforme. On 
pourra supposer que l'a pour équation s = 0; par une transformation 


algébrique a, = xa(y) et une substitution Hat sur y, On pourra 
ramener l'intégrale du système différentiel à l’une des formes suivantes : 


Pluie eb), J oy 


DENT À æ = prit eau = : #4 
= : su. J 9(u); 
æ—=p"A(u), y =cosu; 
 —— pr ett y Y — Es . 
r=", Mur 
[g =m, entier; a et b constantes numériques ; 9 (a), pages ur: 


tique, A(u) = cos = ou sin =, ou sin wou 1|. 


wate 
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Le théoreme I se trouve ainsi complètement établi (!). 


42. ee Ls. Denon tous ESS ea le ona suivant : 


Du, v) 
D(x,y) 


d'une courbe V de la surface, cette courbe est nécessairement une ligne 
singulière de u ou +. 


Re eas TES le RSS fonctionnel ——— s’annule fe long 


En effet, supposons que du et de soient holomorphes le long de F'; 
en procédant comme au début du n° 8 on pourra toujours. admettre 
que F appartient au plan 2 =o, et que, dans le voisinage de I, u et ¢ 
sont développables suivant les puissances entières positives d’une 


nouvelle variable ae x”); on sait de plus (?) que X est une fonction 
uniforme (donc rationnelle) de x, y, ; X devra donc être uniforme 
en wet ¢ et notre théorème sera établi si nous réussissons à démontrer 
la proposition suivante (*): 
Sotent 9 (x, y) et )(x, y) deux fonctions de x et y, holomorphes et 
nulles pour ae = Wy, Seles UE ale gi æ(u, 9), AL v) définies par 
l'inversion des relations 


(11) PR CICR Ho 


sont uniformes et nulles pour u = o = 9, et si le déterminant fonctionnel 
ES s annule identiquement pour x = 0, on a identiquement ; 
G(0, Y)=0; g(o, y) =o. 


Or supposons que l’une au moins des deux fonctions o(a, y) et 
(x, y), soit o(x, y), ne s’annule pas identiquement pour æ =o, et 
soit b”y (b #0) le terme indépendant de x, de degré minimum en y, 
qui figure dans le développement de © (x, y) au voisinage de l’origine. 


(1) On remarquera que les résidus a, 8, fs la ligne singulière l ne peuvent cesser 


d’être rationnels que si la décomposition des intégrales à Body, sf D, dy contient des 


intégrales de première espèce a attachées à I. : 
-(2) G.-H. HALPHEN, loc. cit., p. 180. ; à 
(3) Nous avons substitué la Totire æ à X dans cette 2 proposition. 


7 
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Appelons encore aw” y? (a # 0) le terme de g(x, y) qui contient la 
plus petite puissance de æ (d’exposant non nul); ce terme existe sûre- 


ment : sinon wne dépendrait que de y; pour que l’inversion soit uni- 
forme on devrait avoir te =~ 0); le déterminant Des ne pourrait 
donc s'annuler identiquement pour x = 0. Or, en changeant au besoin 
yeny+/f,uenu+o(o, f), etveng+(o, f) (/, constante arbi- 
trairement choisie), on peut toujours supposer que lonan=1i,p—=0 
et que e s’annule pour æ— 0, Ceci posé, faisons la transformation 
ule”u, æ|eæ, y|e"y; la première relation (rr) s’écrira 


(12) u=axr"+ by + e(...), 


les termes entre parenthèses représentant ici, comme plus loin, une 
fonction holomorphe dans le voisinage de ¢ =o = x = y. 

Si l’on applique la transformation précédente à (a, y), la fonction 
transformée contiendra en facteur une puissance de « d'ordre 
J+m(h+h), cette puissance provenant d'un groupement tel que 
dy P,(y, x”) où P, est un polynome homogène et de degré À 2 0 en y 
et 2”; changeons alors ve en e/*"#*#o, la seconde equation (11) 
deviendra 


(13) IE ws ged oh UG ANY ad A ee 


Faisons tendre ¢ vers 0; (12) et (13) deviendront à la limite 


\ x 


iad { uaz" + by 
fo8 | C= wi yh Pay ww) (m> 0, ab Ao, P,A0), 


et, si le système (14) est résoluble en æ et y, il pee définir deux 


; L à . D 
fonctions uniformes æ(u,v), y (u,e); de plus, ; D pie calculé sur (14) 
devra s’annuler identiquement pour a = o. ; 

Or faisons «=o; 6 n'étant pas nul, on tire de (14) y = — Ta"; 


transportée dans (14 os cette valeur doit donner pour « une fonction 
uniforme de 9, te qui entraine 


(15) J+(h+ mx, 


dans l'hypothèse où P, n’est pas divisible par aw” + by, Mais, puisqu’on 
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am >o et/ > 0, (15) exige soith =o=k, j=1 (etm quelconque ) ; 
soith=1,k=0,m=1, j =0; soit enfinh=o,k=1,m=1,/=0. 

Dans le premier cas, le système (14) se présente sous la forme 
Caz" oy, VCD, 


A \ 
ry \ 


et la condition relative au déterminant fonctionnel ne peut étre 
réalisée. Dans le second pa, le système s’éerit : 


usa by, here dy vie 


il est résoluble en a, y puisque P, =cx + dy ne contient pas ax + by 
en facteur; mais il ne vérifie pas non plus la condition au déterminant 
fonctionnel; et l’on aboutirait à la même conclusion dans le dernier 
cas. GS | | ; 
Supposons maintenant que P, contienne en facteur (ax™ + by 8; 
il suffira de suhetituer. a (14) le aveeme 
; BAe | iP h 
u=axt+ by = — ee — 
re NS i= ue vi yh (ax + by} 
: pr. Fes) 3 D(u, ¢ D (u,e 
pour être ramené au cas précédent; on a d’ailleurs me RUE F2. 
ay ? 73 os 
et comme, pour bo, uf ne s’annule pas identiquement avec x, la 
condition requise 1 ne peut étre réalisée, 


13, Examen du cas d'exception. — Il nous reste à | lever une restric- 
tion : nous avons admis expressément que le système (14) est résoluble 


en x, y. Or supposons qu il en soit autrement ; posons ax” “by = 6% 


l’expression homogène 
j 


—by)\™ Es 6 
(=) (Et se 
ne devant dépendre que ge é, est (') de la forme c&"; le ae (14) 
(1) On peut d’ ailleurs vérifier ce résultat en intégrant le système formé par l'équation 


D 


D(2,y) (ay) 
nome homogène P;. 


——- [ax + ds RIYRER (Ys eae = 0 et l'équation d'Euler satisfaite par le poly- 
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s écrira alors ; : 
usax"+ by, PE RE by}. 


Procédons comme au n° 14 et posons » = cu" + 9,3 sæety devront être 
uniformes en u et »,: le raisonnement et la conclusion qui s ‘appli- 
quaient aux systemes (14) résolubles seront encore valables, en géné- 
ral, pour u et 9,3; on ne sera arrêté que si après l'introduction de € et 
le passage à la limite, on obtient V0, = C(ax”, + by)"; on aurait alors 
h, > het l’on poserait » — cu“ — cu” = v,, et ainsi de suite. 

Je dis qu’au bout d'un nombre fini de transformations on ne sera plus 
arrété : en effet, dans le cas contraire, la suite des entiers h, h,, ..., 
h;, ... croitrait indéfiniment : : or, si l’on a été obligé a’ Rhodes 
c'est qu'après la transformation en € le premier terme du développe: 


ment de pan *) on ¢ est au moins d'ordre A; par rapport à a et y- 
Her ona Dw 0e DE ENS rh; st Gat; A be Ne 


D(x,7)  D(,7) 

Ainsi donc l'hypothèse b H o est inadmissible; en d’autres termes, 
x =o est un infini de Log wu’, etaprès une transformation birationnelle 
générale sur F, sera une tiene d’infini de Log u, et Log LE c'est-à-. 
dire une ligne singulière de l’une au moins, u, des PAP u et v. 


y 


Remarque. — Une ligne oo deu (ou D) peut fort bien être une 
ligne de zéros du déterminant pe Des en MM même temps qu’une ligne 
d’infinis pour & (ou #) : pour qu'il en soit ainsi, il faut précisément 
que la condition (5) cesse d’ ètre ré éalisée. Avec les notations du n° day 
lorsque p<") contiendra æ à Ve À lieu de 

que Dig, 7) contiendra & à l’exposant a HU mss 8 et [au ieu de 
œ+$— 71 qui est la valeur générale de l'exposant], x =o doit être 


RES 


, é — 72 Pa oe / 5 Z 
compté comme un zéro d’ordre D du déterminant fonctionnel. 


14. Tutoriwe HE —. Appliquons les résultats précédents à la 
démonstration d’un théorème fondamental. 

Tutoreme I. — Le genre géométrique Pz de la nt F ne tie 
dépasser l'unité. 


7 


dd 
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Supposons en effet que la surface posséde une intégrale double de 
première espèce (ne se réduisant pas à une constante), soit 


= [fre 2 ae Obes 


où Q=o est l’équation d’une surface adjointe à F, de degré m — 4 
(m étant le degré de F). Dans l'intégrale double précédente exprimous 
æ,.Y, zen action de wet 9; il viendra 


s= f [Gus e) du dv 


avec 4 
| Fete O Dee; D(x, y) _ - “ER 
(16) G(a, = Fe Du, v) Poe A 2 


le second membre étant exprimé en uw et v, et A désignant le détermi- 
nant HM— KL (n° 1); on aura ainsi 


(17) d LogG(u, = d Log — ar — di; 


dLog G est donc une différentielle de Picard attachée à F ('), soit 


_dLogG(u, o) = p dx + q dy = dj(x, y, 3), 
et | | 


| en 
ela ye ; 


_ de plus, puisque (S) est normal, il résulte immédiatement de (17) que 
dj ne possède aucune courbe polaire d’ ordre supérieur à 1. On au 
_aller plus bs et établir le lemme suivant : 


Lemme. — L ‘intégrale ae Vs a = de pdx + qdy est une intégrale 
de Picard de premiére espèce attachée a F. 


En effet, is RE toute courbe HAUTES C de dj est : 1° soit une 


(1) Ce fait a déjà été cae par M. Emile Picard [J Mémeure couronné (loc. cit.), 
p- 317]. . ; 

43 On peut le montrer par le calcul, en faisant les changements de variables sur u, ¢ 
et 7. Mais a priori ‘il est évident, d’après (17); que F£.A doit avoir sur F une valeur 

indépendante du couple de coordonnées adopté. 


Ann. Ee. Norm., (3), XLI. — Ocrosre 1924. ere 37 


et l’on pourra écrire 
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ligne singulière de du ou dv; 2° soit une ligne de zéros pour À (ce qu 
revient au même d’après le théorème II); 3° soit une courbe canonique 
de F. D'ailleurs, si l’on permute le couple de variables indépendantes 


(x, y) avec (s, æ) ou (y, 3), on voit aussitôt que les points de F situés’ 


sur F. =o, hors de la ligne double de F, ne ‘peuvent pas constituer 
une courbe polaire de dy. 


Si nous parvenons à prouver que dj ne peut admettre aucune courbe — 
polaire des deux premieres catégories, notre lemme sera établi, cartoutes — 


les courbes polaires de dj devraient appartenir à la troisième catégorie, 


_et, par conséquent, être affectées, toutes, de résidus positifs, ce jt 


est absurde. 


qui ramène C à être située dans le plana = o,et faisons sur à la subs- 
titution (x|ex); il viendra, avec les notations déjà adoptées : 


(18) asa ff Len Faust RICO CRE 


SRE. LAS + à 


avec, par exemple, 


(19) ~ a= f [Pees a na, da dy. ti Re 


15. La courbe C est rationnelle; cas général. Supposons d'abord — 
que C soit rationnelle et que, dans le voisinage de C, (S) rentre dans _ 
le type général du n° 8. Moyennant une transformation birationnelle — 


convenable on peut ramener C à coincider avec la droite z=0:a, Ys3 


seront développables suivant les puissances de < et, pour ¢=0, se 


réduiront respectivement (') à #61, u#'#%# et 0; d’ailleurs, à tout 


nombre positif p, arbitrairement petit, on pourra faire correspondre. 
un nombre positif 7 tel que pour lu? 6’| > pet|e| non ait|x| < ap A 


et que le développement du premier membre de (18) suivant les puis- 


sances de e soit uniformément convergent, quels que pren LUE A Gah aie 7 


(1) On suppose réaiisée la condition (5); le cas où il n’en serait pas ainsi n ‘introduirait 
que des complications d'écriture. — La méme Da reste valable Sr C est de 


genre 1. 


(?) Cela résulte du fait que 5 est une intégrale double ae" première espèce. 


~ 


Or, comme aun°8, elfeet ous sur F une transformation hirati@udelle | 


‘ 
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Il en sera donc de même du second membre; et la limite 5,(&, ») de 


ce second membre se réduira à l'intégrale double (19) dans laquelle 
on aurait remplacé y par w-*’ 9’ et x par 0; 5, (u, v) est donc une inté- 


grale double de fonction rationnelle de w et ¢ qui ne peut admettre 


d'autre continuum polaire que up — 0, et la même remarque 


$s ‘applique a tous les coefficients du RU ju, ©), 


LA ENT ANNE" 


Or ceci exige d’abord que per te Pes) “ =» ne possède aucun pôle 


distinct de o ou 20; si l’on écrit alors / (y) = Za, y", et si l’on intègre 
dans un rectangle QUT 05; °) 3y(u, e) sera formé d’une somme de 
termes égaux (à des facteurs numériques près) à 
a, | wm) +5 ue (met) B48" eerste pen) yy 
ee | 
Posons # =hu* (avec |Av’| > 9), et Bicone tendre wu vers 0 ou x; si 
l’on a a, #0, il résulte de l’inégalité «9 — 8’y’  o que dans l’un au 
moins des cas le terme précédent tendra vers l’infini. 
Ainsi donc, Q(0, y, 0) doit étre identiquement nul; autrement dit, 


C doit faire partie d’une courbe canonique. 


Procédons de même pour 3,(4,#); l'expression 


(0: y; 0) Q(o, y, 0) a 
a — FL: 
. F.(0,7,0)  [Fe(0,y,0)F 7"? 
devra, elle aussi, être identiquement nulle : il devra que en être de 
même de Q’, (o,y,0) — et, d'une manière générale, de — —.Q (0,740). 


Comme on a supposé que Q (æ,7,3) n’est pas se nul, la 


~ 


présence de la ligne emgatiors: C est inadmissible oy ). 


oe 


Raion, a (c'est-à-dire le résidu de C.pour d) est égal 


(1) L'exposant door dans ———— 


al a 8; toute la question ee à établir que 1—4— $ est nul; or, en fait, la com- 
_ binaison précédente ne joue aucun rôle dans la démonstration, contrairement à ce qu'on 


RE croire a priori. L’ explication de ce paradoxe est aisée si l’on observe qu’actuel- 


lement Lo a eae se réduit pour eo à xt—a—$ y'=Y—Ù, Le terme en x ne peut donc figurer 


dans le déterminant sans être multiplié par un terme en y qui masque précisément l'effet 
de l’exposant 1—«—8 du terme en x. 
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16. La courbe C est rationnelle ; cas exceptionnel. — Supposons (‘) 
maintenant que (8) rentre dans la forme (III) du n° 8 au voisinage 
de C; x,y, <-seront encore développables suivant les puissances de €, 
mais, pour <= 0, ils se réduiront respectivement à ¢"(u), g(u) 
eto [m>o, par exemple; 9(w), fonction elliptique; ÿ(u), fonction à 
multiplicateur constant]. Les considérations précédentes montrent 
encore que 5,(u,?), 5,(u,?),... ne peuvent avoir d'autre ligne d'in- 
finis que v— +; à un facteur constant près, on a donc 


3, =f pee du de, 


Q(o, 7,5) 4 
F(0, y, 3) 


et l'intégrale 


(20) 


se réduit actuellement à fe: actuellement, on ne peut donc plus 


affirmer immédiatement que l'intégrale précédente est de premiere espèce 
pour C [et, par suite, que Q (o,y,3) est identiquement nul}. 

: On se rend compte qu'il en est bien ainsi par le procédé suivant, 
- qui, d’ailleurs, s'applique aussi au cas général (?). Supposons que le 
modèle projectif de F sur lequel on étudie le problème d’inversion 
soit une surface F sans singularité dans un espace S, et que, sur F, il 


existe une courbe C, de genre o, qui soit ligne singulière pour du 

ou de et ligne polaire pour dy; l’intégrale (20) sera nécessairement 

de première espèce pour C (*). Ainsi done Q (0,7, 0) devra être iden- 

tiquement nul, et la même conclusion s’appliquera aux dérivées 
dk - 

daut Q (0, y, 0): 


= 


17. La courbe C est elliptique. — Considérons maintenant le cas où 
la courbe C est de genre 1; on pourra supposer que x,y,s sont déve-_ 


(1) On n'envisage que les cas qui introduisent une difficulté nouvelle. 

(2) On pourrait encore appliquer au cas actuel la méthode du numéro suivant. 

(3) Cf. Picard et Simarr, Théorie des fonctions algébriques de deux variables indé- 
pendantes, t. 1, Paris 1897, p. 186. 


(22) ; f f ictee Cot a 1) de; 


SUR LES FONCTIONS UNIFORMES DE DEUX VARIABLES INDEPENDANTES. 293. 


dae aes suivant les puissances de € et se réduisent pour € —o à 


o(w — a) 
——_ —— 
a 


ws 1 >. pw, pw | w == B'Logu + a! Loge ]; 


d'ailleurs, si |<| est assez petit, les développements seront uniformé- 
ment convergents pour toutes les valeurs de u et ¢ telles que l’on ait 


3(4 — a) 
ow 


(21) | |Log(u-F'o#|)| < M, uÿ'ov' = MM; 
M étant un nombre positif fixe (arbitrairement grand). Enfin, comme 
poure=oona . 
-D(u, &) =(aé S= 8 jee 
D(z, y) MOT 
on en déduira 
Watts) Sree ES w D(e) du de 
avec 

> è fy Q(o, pe, p'#) 

+ + P(w) Ex F°(0, per, pw)’ 


, 


et 5, ne pourra admettre comme ligne d’infinis que les ensembles E 


sur lesquels les conditions (21) ne sont jamais re quel que 


soit M : à savoir 


ow 
4 7 (up y — 0 Lu ee 


(wa) ~ 


Cela étant, on d’abord ao; d’après les conditions précé- 
dentes l'expression p’w ®() ne peut avoir aucun pôle; elle se réduit 


donc à une constante et (20) est une intégrale de première espèce 


pour C. Je dis que la constante est identiquement nulle. 
En effet 5, se réduit à 


— 


or, faisons le changement de variables 


es ee DRE te SUV copie UP VE 
aver. ==> | ; 
(24) TP Enr 


Ps 
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l'intégrale double (22) devient 


de Uè-eY—1 Ves—scy’—1 dU av; a 


étendons-la au rectangle (U,,U; V,, V); pour qu’elle reste finie, i faut - 
que UY et VY" restent finis séparément. Or prenons 


vB’ A6 
ae . re 
LES ; Vea . 


la condition (21),.sera sûrement remplie ; la seconde le sera aussi 
 Ê- > Ê 7 

si@ «tend vers zéro. Supposonsalors, par exemple, A{ e’——- }>o 
et faisons tendre ¢ vers zéro suivant un argument déterminé; d après 

ce qui précède, on devra avoir simultanément 


(25) A | (Se) tie] > 0 al (ao z) (28! —p7')| >0. 


Or il est toujours possible (') de trouver des nombres A, [50,0 Satis- 
faisant a (24) sans verifier a la fois les relations (25). 

Ainsi done Q (0,7,3) doit être identiquement nul; et, procédant 
de la même façon pour Buy. dgsee., On montrera de même que 
Q (x,y,3) doit être fdenuiveourent nul, contrairement a notre hypo- 


thèse initiale : l'existence de la courbe polaire C est donc: inadmis- 
sible. 
i 


Supposons maintenant ao et soit A== a(> — PL) So | c’est-a- 


dire A («)>o]. Faisons tendre wu vers zéro (*) suivant un argument 


(1) On prendra, par exemple, = 2'+ 1, .=0,9 = fe, ¢ = +8 les |e;| étant arbi- 


trairement peur: le premier membre de (25) acres très peu de A (2 ate sail 


sera donc posilif; mais le premier PRE de far; sera égal a R [-L(£ sou 
a 
(avec une erreur relative trés faible). Son signe dépendra done de celui de e et eg. — 


Le raisonnement s'étend a a(a D ru ct) =o, à condition de faire tendre ¢ vers o suivant 


une spirale convenable. 
(2) Ou vers æ, si À Lo. 


SUR LES FONCTIONS UNIFORMES DE DEUX VARIABLES INDÉPENDANTES. 295 

bien déterminé et prenons (*) 
g 

(26) prea iar tn); 
la variable ¢ devant tendre vers une limite finie non nulle; pour M assez 
grand, les conditions (21) seront sûrement réalisées. Or, comme tout 
à l'heure, on voit d'abord que la fonction p! w®(w) ne peut admettre 
dans un parallélogramme des périodes que deux pôles distincts au 
plus : l’un, d'ordre #, équivalent à æ =o, l’autre, d’ordre 4, équivalent 
à æ—a.. Mais, si l’on fait le ae de variables (26) on aura 


DLL hk) — 
be fife ee WE (6, u)dtdu, 


Wi, u) restant bornée quand ¢ et uw varient comme il a été dit; pour 
k>t, 23 posséderaitw=ocomme ligne d’ infinis, cequiestinadmissible. 


a, & 
Posons de même ¢=e* a (1 +u™), u croissant indéfiniment 


ei un un et ¢ tendant vers une limite finie. On 
montrera encore, au AO de ce nouveau changement de variable, 
que w—a ne peut être qu un pôle du premier ordre au plus pour 
p'æDw; on peut donc écrire 

LCD — D)a{w + b— a), 


se dwd(w— a) 
Mais on aurait alors =| 
€ ’ w— b)¢ w+b—a) 
EN uv) =A f fe PRES a Be du dv, 


» 


expression qui est développable suivant les puissances entières et 
positives de a et b (le développement étant uniformément convergent 
pour a et b intérieurs à des régions bornées quelconques de leurs plans 
complexes). Chacun des termes ne peut admettre d'autre ligne d’in- 
finis que les ensembles E; mais le premier terme se réduit à (22); 
ainsi, on a A=o, et l’on retombe sur la même conclusion que plus 
haut. 


ÿ 


ST haa Be ate 
ON (iris) pour hao 
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18. Application du théorème: de Nether. La démonstration .de 
M. Picard. — Supposons qu’on ait établi que (20) doit être une inté- 
grale de première espèce de la courbe elliptique C; pour pg >1 on 
pourra encore démontrer de la façon suivante l'impossibilité de l’exis- 
tence de la courbe polaire C.  : - 

Tout d’abord, la courbe C ne peut constituer l'intersection totale de F 
par le plan x= 0 ? car Vintégrale (20) où Q (0,y,3) est un polynome 
de degré <m— 4, non identiquement nul, ne peut étre une intégrale 
de première espèce pour la courbe elliptique C, d’ordre m. Or, si la 
courbe C n’est pas l'intersection complète de F par une seconde sur- 
face, on peut toujours supposer (pour simplifier l'écriture) que la 
transformation birationnelle qui a ramené C dans le plan æ=o a été 
choisie de telle sorte que ce plan coupe F suivant deux courbes seule- 
ment, d'équations 9—o et Ÿ—o, de degrés respectifs p et g (avec 
p+q=m). Comme tout point d'ordre r pour ¢ et d'ordre s pour ¥ est 
d'ordre r+s—1 au moins pour Q (o,y,z), on peut écrire d’après le 
théorème de Nœther : 


Q(o, y, s)— A9 + BY. 


A et B étant deux polynomes de degrés g—4 et-p —4; il résulte 
d’ailleurs du même théorème que B sera adjoint à la courbe ellip- 
tique C, d’ordre p, ce qui est absurde. airs: 
Ainsi, que C soit ou non l'intersection complète de F par le plan 
æ =0, le polynome Q (0,y,3) doit être identiquement nul. Procédant 


! Se 
alors comme au n° 15, on montrera que free dy doit être une 
‘ 5 ys ‘ 


intégrale de première espèce pour C; mais Q’, est au plus de degré 
m— 5; comme tout à l'heure, on a done Q’, (0, y,s)==0 et d’une façon 
générale 2 Q(0,y,) =o. Q(x,y,s) doit donc être identiquement 
nul, contrairement à notre hypothèse. 

Notre lemme établi, la démonstration s'achève comme dans le Mé- 
moire de M. Picard. Nous la rappellerons rapidement. 

_ Supposons que l’on ait pg22; F possédera deux intégrales doubles 
distinctes de première espèce : ainsi le rapport G, : G, des deux 
fonctions G (u, e) correspondantes ne se réduira pas à une constante, 


C4 
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et, par suite, la difference 
Log G, (u, ») — Log G, (u, 0) SJ2(2,9,2) —Ji (2,775) 


des intégrales de différentielles totales ne se réduira pas à une cons- 
tante. Cela étant, faisons décrire au point (æ,y,3) un cycle linéaire 
quelconque de F;uete se transformeront en au + b et ce +d; G, etG, 
deviendront G, : ac et Gj‘ ac; par suite, sur tout cycle de F l’intégrale 


de première espèce 7, — 7, (non constante) devrait admettre comme 


période un multiple de 277, ce qui est absurde. 


19. Théorème IV. — Le mode de démonstration employé plus haut 


pour établir que 7 (x,y,3) est une intégrale simple de première espèce 
entraine l’importante conséquence que voici : 


Tutorime IV. — Si la surface F est de genre géométrique 1, et s elle 


possède une courbe effectivement canonique, le genre de cette courbe 


ou de chacune de ses composantes Saut tbies ne peut dépasser 
P P ‘P 
l'unité (* ).. 


En re l'intégrale 7 (x,y,3) ne pouvant posséder aucune courbe 
5 LEROY: > 


 logarithmique, la courbe Q=o (ou chacune de ses composantes ) doit 


seretrouver parmi les courbes polaires de 1+J+ LogAF_ ; cette courbe 
(ou chacune de ses composantes) est donc de genre 1 au plus. 

Dès maintenant, nous pouvons donc RES que si, pour p,=1, la 
surface F possède une courbe canonique propre #rréductble, le genre 
linéaire pa de F est égal à 7. 


“20. Théorème V; cas général. — Rappelons maintenant une notion 
introduite encore par M. Émile Picard. Une expression 


| f Pdu+ Q dy ; 
us fe o (H dx + K dy) 


7 


[P, 6, F515 bre rationnelles ‘du point analytique (2, y,s) de F] 
sera dite de premiére espèce si elle est une. fonction partout régulière 


(1) Poa donner au théoréme toute sa signification, on pourra toujours supposer la 
Burface F dépourvue de courbes SRE 


Ann. Ee. Norm., (3), XLI. — Ocrosre 1924. < aes 38 
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de sa limite supérieure; une telle expression restera donc finie dans 
les mêmes conditions qu’une intégrale de Picard de première espèce ; 
elle ne peut cesser d’être bornée que lorsqu'on fait décrire à (#,y, 2) 
un nombre indéfiniment croissant de cycles linéaires sur F. Cela étant, 
nous allons démontrer le théoréme suivant. 


TaéorèmEe V. — Pour p,= 1, ou bien wet v doivent étre des expressions 
de e premiere espèce, ou bien, pour une valeur déterminée de la constante h, 
l'une des combinaisons uv! ou Logu+ he ou u+hv est une expression 
de premiere espèce. 

[Dans le premier cas, on doit avoir ue", p=e”*; dans le second, 
u=e"',g=w,, w,etw, étant deux intégrales de Picard de F. Dans le 
troisième cas, on doit avoir 1=J dans (8).] 


Reprenons la formule 


Sf fms wae dy= ff Gu, eo) du dy, 


les notations restant les mêmes qu’au n° 14; on en déduit aussitôt : 


(27). [fe “as RCE ar) re dx dy = ff aa dy. 


Or, en vertu de sa construction même, l’intégrale qui figure au premier 
membre conserve une valeur finie, quel que soit le continuum a? de 
la’ variété riemannienne 2’, F, auquel on l’étend ('). Il en sera 
évidemment ainsi lorsque à et ¢ seront deux expressions de première 
espèce. Écartons cette solution immédiate, et voyons si le problème 
en comporte d’autres. 

Or, admettons que wu, par exemple, ne soit pas de CET D espèce, 
mais possède une ligne d'infinis C (nécessairement algébrique) et 
‘Supposons que ¢ ne soit pas constant sur C. En deux points distincts 
de C faisons passer deux courbes »= 9,,»=¢,(~¢,); ces deux courbes 
seront distinctes de C et délimiteront avee C et u=u, (fini) une région 
de F sur laquelle le second membre de (27) ne pourra rester fini, ce 


(*) ll est loisible de supposer que ce continuum ne comprend pas une infinité de cycles 
superficiels de F. 


1 


4 J ; od 
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qui est inadmissible. Il faut done que le long de Ce garde une valeur 
constante qui peut être infinie ou non; mais dans tous les cas (') 
u et v peuvent être développés autour de C comme il a été dit au n°8, 

Supposons que relativement à C (5) soit du type général; moyennant 
une transformation birationnelle préalable on-peut admettre que G est 
située dans le plan & —o; on écrira alors les équations (2) pourwets, 
et (en supposant ¢=1 pour simplifier l’écriture) on aura 


(28) RO Re de 


x 


d’après les résultats du n° Site uy ete F) ae devra rester fini et 
régulier sur C. | | 

Soit alors C’ une autre ligne ad’ Hu de u qui rencontre C en M; il y 
aura (*) une autre expression ue” qui restera finie et régulière le long 


de C’. Or, la comparaison de ces résultats au point M montre que l’on 


a nécessairement h’ =A, de sorte que ue" reste fini et régulier le long 


de C et C’; et l’on verra ainsi, de proche en proche, pu uv* reste fini 
et régulier sur toute la surface F. : | 
Ce résultat suppose toutefois que s ‘ilexiste plus d'une fre d’infinis, 
deux lignes d'infinis quelconques peuvent étre reliées par une chaîne de 
lignes d’infinis telles que deux lignes consécutives soient sécantes. Or, 
supposons qu'il existe deux lignes d’infinis C, C’ sans point commun. 
Moyennant une transformation birationnelle possédant deux points 


fondamentaux sur C et C’ on pourra toujours admettre que sur la sur- 


face transformée les homologues de C et C’.sont coupées par deux 
exceptionnelles: mais ces exceptionnelles font partie de l'intersection 
de Q avec F; elles peuvent donc être reliées par une chaîne de lignes 
d’infinis(‘) de w mutuellement sécantes; et, de proche e en proche, on 
est assuré ave us restera fini sur C et ie 


po 


ci Voir “té fot de x page a FRE 
(2) C’est immédiat si C est elliptique. Lorsque C est rationnelle, on observera que wu ne 
peut rester fini le long d'une courbe »=const. | comme cela doit être d’après (27)] que si 
l’exponentielle de (28) se réduit à l’unité. On est alors dans le cas d'exception du n° 11: 
(3) On verra aisément que dans l'hypothèse RE u ne peut être du type général 
sur C et du type: exceptionnel sur C’. 
vk) A priori ces valeurs peuvent étre finies : on sait seulement que toute composante 
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Montrons maintenant que st u et 9 ne sont pas des expressions de 
première espèce, On & uy" =e”, w(x, y,2) étant une Lane eee de Picard 
de premiere espèce de F. 

En effet, faisons décrire à (x, y,2) un cycle linéaire quelconque 
de F; siwete sont remplacés par A(u-+a) et B(v+b) (a ou bo), 
le développement de A (u+a)B# (e+b)" relativement àaet b montre _ 
aussitôt que u et ¢ doivent, iil rence) rester finis sur F; puisqu’on 


a supposé qu’il n’en est pas ainsi, c’est que toutes les déterminations 
. L dLogu dLogu, e 

de u et sont de la forme Au et By; —-—— Cie ai étant uniformes 

sur F et sans singularités essentielles, sont rationnelles en x Yor 

l’on a (avec la esiemiicaton de l énoncé) LE" RS ER 


21. Cas exceptionnels. — On étendra ‘Aigamont Jeaveonaidertiinne 
précédentes au cas où l’une seule (soit w) des expressions u et ¢ est 
du type général dans le domaine de C: Le seul cas nouveau à envisager 
sera celui où ¢ est du type logarithmique. On montrera encore qu'il 
doit exister une combinaison Logu+ he qui reste finie et régulière 
sur C, et en procédant comme à la fin du n° 20, on verra que si u 
et ¢ ne sont pas de première. espèce, ils sont de la forme annoncée 
ue", 0 == Wa: | | ; 

Supposons enfin que, dans. ie domaine de C, uw et ¢ soient tous deux 
du type exceptionnel logarithmique; on pourra écrire, dans le 
domaine de C: : 


is tala Afi 
29 
pe + EAD Loge + [Ory dy +... 


les coéffbients Cis B; étant des Rattan rationnellas du point anal 
tique de C. Je dis qu il existe une combinaison linéaire à coefficients 
constants au + be qui reste finie et régulière le long de C. 

Tout d’abord, moyennant une substitution mie à coefficients 


de Q est une ligne singulière de (8); mais, de proche en proche, on voit aussitot que les | 
valeurs constantes de « prises sur ces lignes singulières sont infinies. 


/ 
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constants sur wet ¢('), on peut supposer r =; tirons alors x de (29), 
et portons-le dans (29),; comme w doit rester ni le long d’une courbe 
¢=const., le coefficient «8-' de » devra être une constante (qu’on 
peut supposer égale à 1). De même, exprimons que le second terme 


” . . A . a 
du développement de u suivant les puissances décroissantes de » reste 
fini quel que soit y (done constant), ou, ce he revient au même, 


Du, rs), 


ae 7 P ‘il viendra 


annulons le terme en a2" du déterminant 5 


(30) M On ( 1 = Dpt) Ex (m ae 1) in À om —1 —4 Dimes) — O. 


Cela étant, supposons d’abord que l’on ait «,, (vy) =[y(y)]”, ¥ étant 
rationnelle en y, 3; la transformation x| yx permettra de supposer y==1 
pour l'équation D Mr nén et l’on devra avoir &,:, —6, , = const. 
Mais moyennant une transformation x|x (1 + Ax) on pourra prendre 

Bn» =0, d'où 


* 


“Ohms ( ¥) = Cm—1 (= const.) ; 


et un procédé analogue permettra de supposer 


4 Oma Y= Cina» Bm—»(y¥) = 0, $ TOR) CABANE 
Bi(y)=0,  a(y)=B(y). 


St ge «dy est une fonction rationnelle de y et = on pourra continuer 
HER UPS ARE er) 
encore, et, en exprimant toujours que Riese devient pas infini 


sur C on mettra u et ¢ sous la forme 


I € | c 
“=r oa ie a 1 CRE Geter aay Sn ie Com 2+ (y) rt, 
(31) | 
= Pari +k Logæ t= Oly ier IE 
D(u, ») 


(1) Cette opération est légitime : car, d’une part, elle laisse. Dr) invariant (a un 


facteur constant pres); d'autre part, si w devient infini sur C et », constant, toute combi- 
naison au + b¢ deviendra infinie sur C; en général .« 
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Or, supposons, par exemple, c, # 0 ('); on tirera de (31): 


- —i=ur+...+omar" + (C—k)a™ Loge +,..s 
résolue par rapport à æ, puis introduite dans (31),, cette formule 
donne 


(32) u—r[4—1, tog (4—1)| = T(t) ee ee, 


r étant une fonction rationnelle de ses deux arguments, et les termes 
à 2m+1 


négligés étant, pour a infiniment petit, d'ordre supérieur à x 
Posons u—r = ww; le système (*) 


Die f(y) PET, D LR wale 


doit avoir sa solution uniforme lorsque ¢ tourne autour de l’origine : 
car on peut toujours faire tourner uw en même temps autour de o de 


<4 uw : : 5 
maniére que Log (¢ a 1) et, par suite, æ reviennent à leurs valeurs 


initiales. Or remplaçons æ par ex, w par e?"+!w, » par e~”¢ et faisons 
tendre € vers 0; à la limite, le système précédent ne pourra avoir sa : 
solution uniforme autour de y= 0 que si m=1 : montrons qu'on 
aura alors c — #, et notre théorème sera établi (sous les hypothèses 
faites plus haut.” : 

En effet, pour c # k, on pourrait remplacer u et par des combi- 
naisons linéaires de la forme | 


: ag Es à 
HE AGE Ae ER HY mis 29 v= Logz + 27B(y)+..., 


(1) Si l'on avait e; = 0, le procédé s’appliquerait encore moyennant des modifications 
faciles. Soient par exemple c = 0 = cz =... = ci ~ ci, et soit à le p. g. c. d. de m 


et ¢; on développera æè suivant les puissances de : — 1 et d’un logarithme; le seul cas 


nouveau serait celui où w contiendrait des termes d’exposant (< m-+1) non divisible 
par 6. ‘Soient æ/ un tel terme et à’ le p.g.c.d. de j et 8; on pourra développer x?’ suivant 
les puissances positives croissantes d’une fonction rationnelle de « et » (et d’un logarithme) ; 
et en opérant ainsi de proche en proche, on établira une égalité de la forme (32). 


i. Dans ce qui suit, on suppose f'(y) 4 0, ce qui n’entraîne aucune restriction essen- 
tielle. : 
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~ dou l’on tire 
e+Logu= 2 y(y) +... 


Changeons æ en ew, u en e'u, 6 en <?¢ + Loge et faisons tendre ¢ 
vers 0; à la limite nous obtenons un système dont la solution n'est 
pas uniforme. 

Il nous reste à discuter les hypothèses précédemment écartées. 


Supposons d’abord que ody ne soit pas rationnelle en (y, =); on 


aura : 
I Ci Ve, Cm ERA L 
RENE ee ++ Het Loge a f ay) dy + za (y) +. 
= + RAR ES kLoga + f a(y)dy +abi(y) +.. 
D (u, 9) 


le déterminant = aura æ = o comme ligne polaire d’ordre positif, 


D(z,y) 
a moins que l’on n nit 


(m — al AE bl a, 
Faro AE _ ma, =6,)=0, 


En vertu de es faite ee a(y) on aura 


: 


ET 0,1 ple GO Oe eK 


et u — ¢ sera fini et régulier le long de C. 

_ Supposons enfin que Van (y) ne soit pas rationnelle en (y, 3). La 
relation (30) donnera «,,_, = B»_, , et l’on aurait de même 

; a m—2 — AT ; a — Gy, 

puis of : 

| Mo&m( a —B)=—(¢—k) ap, 


Je dis que l’on doit avoir c = # : en effet, dans le cas contraire, substi- 


= B * ‘ 
(1) Le cas où certaines puissances ar ser aient rationnelles se traiterait par un procédé 


analogue. 
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RES j à ar , 2 ; ae ss 
tuons — Au PrL à ¢ comme nouvelle variable; notre système s écrira 
Se | 


RAR Ua ee sine + cloge+ f ady+2%(y) +: 


x mt 


DE \ * Log | “22? + 2Bi(y) +. 


et la condition au déterminant fonctionnel montre encore que ¢ — Log w 
est de la forme w+! f(y) + a"? g(y) +.... Faisons encore la trans- 
formation dégénérescente x|ea, u|e"u, v|e”*'e — mLog¢; à la limite 
nous obtiendrons le système | 


am (y) 


ax m 


: : fo Logis ref), 


(== 


dont la solution ne peut être uniforme en wu et » ('). On doit done 
avoir c =k et la différence wu — ¢ reste finie et régulière dans le voisi- 
nage de C. 

Procédant alors comme au n° 20, on verra qu ‘il existe une combi- 
naison à coefficients constants (soit u + Ag) qui reste finie et régulière 
sur toute ligne d’infinis de w ou v, donc sur F. Et, en raisonnant comme 
à la fin du n° 20, on montrera que si u et ¢ ne sont pas de première 
espèce, du et dy admettent même multiplicateur relativement à tout 
cycle linéaire de F. Nous pose done écrire, avec les notations 
du n°1 


us faite x ay, v= f A(Lde + May), 


22. Résolution du problème (B,) dans le cas où les courbes u = const. 
sont algébriques. — Pour ne pas interrompre l’exposition, nous allons 


résoudre directement le problème actuel, (B,), dans le cas où les 


courbes u=const. sont algébriques. La famille précédente depend 
aeeppmmament de la constante arbitraire et constitue nécessaire- 


- 


, 
Ey, 


(1) Car, si lon étudie le système dans le voisinage d'un pôle ee (soit ge = 19e on 


obtiendra le système réduit u = æ-"1 yi, » — Logu = = œil pi, 


. 


: AR ès D LORD 
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ment un faisceau ('). Moyennant une transformation birationnelle 
préalable, on peut donc supposer que la famille est découpée par les 
plans » = const., de sorte que le système (8) s'écrit. 


: 3 3 Pda: 3 R dx d 
(33) nul dx, ARE J a “(Lede + dy). 


Nous allons déterminer dans quels cas My intégrale générale de (33) est 
uniforme. 

A priori, P(x, y, z) peut dépendre de x, y, z nee un instant 
comme variables indépendantes); mais, en vertu de l'équation de la 
surface, P et æ sont liés par une équation algébrique à coefficients 
numériques, $(P,x) = 0; etP, rationnelle en x, y, s doit être uniforme 
en uw. Dès lors, la détesminartés de la fonction uniforme æ(u) par la 
première équation (33) n’est autre qu'un problème (B,) AE à $- On 


peut donc écrire, soit | 
du = el" dw 


(Æ, constante (nee ; intégrale de première espèce de la courbe 
at Et = = 0); soit l'équation de Briot et A 


d. ‘ n . 
ae yee sal 


[m, entier positif; A,, constante d’intégration; P(a), polynome a 


coefficients numériques]; et l’on aura x= ¢ E Log (Au+B)| où 


#=0(Au+B), 9 étant, soit une fonction. elliptique, soit une dégé- 
nérescence (exponentielle ou rationnelle). 

Passons à (33 )2, et faisons-y u=const., d’où x i Oe const. ) ; 
y ne dépendra que de + et devra être uniforme. Or d’une è manière 


| générale supposons que |’ intersection de F par le plan x = æ se com- 
_ pose de plusieurs courbes y, d’ pote : 


\ 


EP à gle, y; ers g, fonction rationnelle), 


et qui varient dans un mème faisceau, A(A, u) = 0. Le genre de Ane 


Q) Car, par un point (x, y, 2) de la surface F, i ne “ve qu'une seule courbe inté- 
grale de l'équation H dx +K dy =o. 


Ann. Ec. Norm., A RAGE = \Oeroshe. ronge I ae 39 
eA 


hago oA : CEST oi CPR. mn LE MA ee fe 
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pourra d’ailleurs dépasser l'unité : car À est une fonction elliptique 
de u (dégénérée ou non); x est une fonction algébrique de A, uniforme 


enw: c’est done aussi une fonction elliptique de u (dégénérée on non). 


Ceci posé, sur une courbe y, (33), ne peut donner pour y et s des 


fonctions uniformes de # que si y est de genre o ou 1. Supposons 


d’abord que y soit de genre 1; on devra avoir alors : 


dr 
her (eo ou 1), 


S(x, y; s)= 7 5 


r(x, y, 3) désignant la différentielle de première espèce attachée à y. 
A priori r est algébrique en x; montrons qu’on peut supposer aussi r 


rationnelle en (A, w). En effet, faisons décrire à (A, 4) sur la surface 
de Riemann (A, u) un chemin fermé quelconque ; la différentielle r dy 


doit se reproduire à un facteur près, qui, a priori, peut dépendre de x; 


les rapports des coefficients de la fonction r(x, y, =) — rationnelle en 


yetz— sont doncrationnelsen(à,u)etl'onar=r,(æx)r,(À,u;y,s), 


r, étant rationnelle en A, u, y, set r,, algébrique en x. Or pour e=o; 
on peut prendre r,=1 sans changer S, et, pour € = 1, l'expression 
1 dre 2 
DT ay = étant rationnelle en (À, tt), ne doit l'être aussi, et l'on peut 
encore supposer CESR , $ 
Cela étant, nous considérerons d'abord le case = 1. Les périodes de 


[ray sont alors te de a: car, si l’on fait décrire à (y, 3) 


un cycle quelconque de tea 7 8 reproduira multiplié par e°, Q étant 


Ja période correspondante de aa or ce multiplicateur doit être 


“constant. Géométriquement, on peut dire que F possède un ee 
ae courbes elliptiques de module constant. 
Faisons alors varier æ ; nous aurons (') 


s ne dépendant que de æ; d’où | 


hates 3 à 0 ms 
Ray =the +f Lay ts'(a); 


eee te 


(*) Dans l'intégrale du second membre, æ est regardé comme une constante. | 


1 i ' 


{Re ys Sete ONF OS Hey: + from a) dy + 5(2), 
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mais les périodes de {rdy étant indépendantes dex, celles de {¢ dy 


sont nulles ; cette dernière intégrale est donc rationnelle(‘) end, u, y, z 
ets’ (x) ést rationnelle en (A, ay soit s’ (a) = X(A, uw); on a alors 


[x de fr dy ; | 
do aaa, (r dy + Li dx), 


jee 


—6 < ++ s(a) 


EDS (1, ee L dy). 


d’où 


avec 


Or quand y a décrit un cycle de +, s,(x) doit rester invariable; mais 
les périodes de frdy ne peuvent se réduire toutes à des multiples 
de 2x; il faut donc que la parenthèse, et, par suite, que s, (æ) soit 
identiquement nulle : on en déduit que l'intégrale générale de (33) 
est alors de la forme Bs : : 


eri re hy y=7|Log(ce-+D)— fx Q,u aa 


ou , 
D = p[k' Log (Au + B )]|, ay [Log(ce+)— f XG,u)aa], 


4 étant la fonction elliptique définie par l’inversion de fra et Ÿ 
étant une fonction’ aux mêmes périodes. Les conditions d’uniformité 
du système précédent sont d’ailleurs faciles à écrire. 

Déterminons dans ce cas la nature de la surface algébrique F. Ona 
déja vu que F possède un faisceau (elliptique ou rationnel) de courbes 
elliptiques y, de module constant. Supposons d’abord le faisceau 
elliptique; moyennant une transformation birationnelle sur À. et 4 on 
pourra écrire 
x= 1A, tu), OD ee fa 


avec 
hi Gh — gh, — 83) 


(4) La rationalité relativement à (A, ») est une conséquence de la méthode de décom- 
position en éléments simples. Il résulte d’ailleurs des considérations Landes plus 
loin qu'on peut supposer r LIRE de x. | 
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« 


/ et & étant rationnelles en À, et u,, et A,, u, s'exprimant rationnelle- 
ment en 2, y, s. Soit p(u,|w, w’) la fonction de Weierstrass aux Inva- 
riants g, et 9, [u, = Au + B ou k' Log(Au + B)] et soit 


(34) a= 4B — gs 


l'équation d’une cubique correspondant birationnellement aux 
courbes y. On aura 


x= 1A, pu), v= mE, 113 Ay, Ba) s=n(é, n3 À, La); 
. 7 { 


m et n étant rationnelles en &, n et algébriques en A, et u,. Mais À, et yu, 
sont des fonctions uniformes de w, ; il en résulte que, si y et z ne sont 
pas rationnelles en A, et u.,, on pourra trouver deux entiers M et N tels 
que y et z admettent les périodes 2Mw et 2Nw’ relativement à u,, et, par 
suite, soient rationnelles en A’=p(u,|Mo, Nw')etu={(u,|[Mw,Nw'). 
Soit 

(35) w= GA SA — 8; 


la relation entre À’ et y’; appelons F’ la surface hyperelliptique 
(elliptique) dont les points correspondent biunivoquement aux couples 
de points des cubiques (34) et (35). Entre les surfaces F et F* on vient 
d’établir une correspondance [r, v] : la surface F, image d’une involu- 
tion sur la surface F*, est donc une surface de Picard (elliptique), ou 
un cylindre elliptique, ou un plan. 

De même, si le faisceau des courbes y est linéaire, on montrera (!)- 
que F se réduit à un cylindre elliptique ou à un plan. 


Prenons maintenant ¢ = 0; on trouvera 


Xdx - 
dy = yi (r dy + L, dx), 
d'où (2) 


pa ef [ray + ta) 


(1) Eu vertu du théorème de MM: Castelnuovo et Enriques sur les involutions apparte- 
nant à une surface réglée | Ann..di Mat., 3° serie, t. 6, 1901, p. 213, (n° 17)]. 
(2) Voir la note de la page 34. 
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Faisons décrire à y, successivement, deux cycles de y; 9 va devenir 
: KA i . 
ét). (frar+e) + 52(2) (= rous ): 


écrivons que S;e = C;e + D;; on trouvera C;= 71 et le rapport des 
périodes de fr dy devra être indépendant de x. Ainsi les courbes y sont 


encore de module constant et la sui ‘face F est Pune de celles qui viennent 
d'être énumérées. On peut donc supposer que r est indépendant de x; 
mais alors on doit avoir 


X dx X dx 
x eJ* frasate=el Er: 


Î 


ce qui entraine Kes =0, S, Pipe =X, (x), X, étant rationnelle. 

Dans les deux cas précédents (¢=0 our), on peut donc résumer 
les résultats obtenus en disant que l'intégrale générale de (33) est 
donnée par les formules 


a = o[hLog(Au+B)] ou x= o(Au+B), 
yax[V+ [Xa nyal, :=v|v+frxawal 
[VoueY=Cr+D; zx; #4(X, pu) = o; relation de genre ue 


Nous laisserons de côté le cas où les courbes y sontrationnelles ('); 
la surface F ne peut être alors de genre géométrique un et les résul- 
tats ee nous établirions ne nous seraient d’aucune utilité. 


+ : {| 5 $ » 
23. Den — Les conclusions que l’on vient d'obtenir 


s'étendent immédiatement au cas où l’une des familles 


‘ 


“up const, Logu+he=const., wuw+he=const. 


est algébrique, le premier membre poerespousany satisfaisant aux 
conditions. du théorème V : ce premier membre s'exprime donc en 


i ee Y, 3) de la mème manière que w oe 1). On montrera dans tous les 


Q) Les formules qu’ on obtiendrait rentrent d'alouré comme cas particuliers de celles 


que nous établirons plus loin. (F est alors un Ur elliptiqhe ou un plan. ) 


Percus 


+ 
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cas que si la surface F a un genre pg =1, elle est nécessairement une 
surface de Picard (elliptique), possédant deux faisceaux elliptiques 
de courbes elliptiques. Soient dW, et dW, les différentielles de Picard 
de première espèce correspondant à ces faisceaux ; le système (s) aura 
l’une ou l’autre des formes suivantes (qui comprennent celles qu'on 
a données pour pg — 1 au n° 22) : 


aW;+ [wir fr Wi) aw, | yWit6 [ woe fra) aw, | 


wesc ) oy ’ 
u= UT [afro aw | : e=yw,+ 6 | w: + [rw aw, | ; 
PA AAC | We f FWY) aw, |, 6 yWi pale f sway, |, 


a, B, y, à étant des constantes numériques telles que a — By £0, 
et f(W,) coincidant avec une fonction rationnelle r(A, uw.) des para- 
mètres qui individualisent une courbe o (x, y, 3) =A, Ÿ(x,y,:)=4 
du faisceau W, = const. 


DEUXIÈME PARTIE. 


REPRÉSENTATION DES SURFACES ELLIPTIQUES. 


24. Premières conséquences de la définition. Fixation du signe d'un 
radical. — On appelle surfaces elliptiques les surfaces algébriques 
F(a, y, =) possédant : 


1° Un faisceau, linéaire ou non, de courbes elliptiques K ayant toutes 
le même module; 


2° Un faisceau elliptique de courbes algébriques C (distinct du 
faisceau précédent). Nous allons construire ces surfaces. \ 


Les équations d’une courbe K peuvent s’écrire : 


(36) Sle, Ÿ, EE a(t, rvs) T, 
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J et g étant rationnelles en x, Me @ OLS, T vérifiant une relation 
mi eebuigue 


(37) 6(S, T)=0. 

De méme, les équations d’une courbe C sont de la forme 
(38) hay s)=X (ay, 2) = 0, 

A et & étant rationnelles et À, 4 satisfaisant à la relation 


(39) = 4) — yh — y, (7a. Ys, Const. numériques). 


Puisque les faisceaux | C | et | K| sont distincts, deux courbes quel- 
conques C et K se coupent toujours en n(21) points. Attribuons une 
fois pour toutes à (À, 4) un couple de valeurs numériques (Aq, 1 ) 
satisfaisant à (39); soient C, la courbe correspondante et m, (x, Vo, 3,) 
l’un quelconque des points d’intersection de C, et K. Posons 


W = axy+ byo+ Cz+asS + 6T, 


a, b, c, x, 8 étant cinq constantes arbitrairement choisies et résolvons 
par rapport à 2, Yo» Z), W le système (compatible) formé par l’équation 
précédente jointe à (36), (37), (38), (39) (écrites pour m,); W sera 
lié à T par une résolvante ie 


MAO) -? : | o(T, W)= o 
et l’on pourra écrire 

| X= o(T, W), Me vate; W), 20 4,(T, W), 
(41) ; S=S(T, W), 


toutes les fonctions précédentes étant rationnelles en T, W. 
Cela étant, puisque les courbes K ont même module, elles peuvent 
_ être transformées birationnellement en la cubique fixe 


(42) - a4 Xx? pay ay (gs, $3, const. numériques). 


: | 
Pour définir la transformation, nous choisirons arbitrairement sur (42) 
un point (X,, Y,) auquel nous ferons correspondre l’un (T, W) des 
points my; les formules comporteront d'ailleurs une ambiguité de signes 
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que nous lèverons arbitrairement; elles s’écriront 
(43) z=æ(X, YiT,W),, y=y(X,¥;T,W), ==: (X ¥; 7, W), 


les fonctions précédentes étant rationnelles en X, Y, T,W (‘), et nous 
appellerons (43’) les formules que l’on aurait obtenues au lieu de (43) 
en choisissant la seconde application de K sur (42). Inversement, on 
aura x 


(44) Xe X(2, 7,3) TT; W) SYS Vier 7 sas iow), 


les fonctions X et Y étant rationnelles en æ, y, z, T, W (‘). Enfin, on 
peut tirer de (43) et (44) 


(45) Westway sake A), 


W étant rationnelle en x, y, 3, X, Y ('). En effet, supposons la corres- 
pondance entre K et (42) définie seulement par un couple (x, y, =), 
(X, Y) de points homologues; au point (X,, Y,) correspondent deux 
points (a, Yo, =o) et (x, Yi 5,) dont un seul appartient à C, (si, 
comme on peut le supposer, le couple donné n’a pas été thoisi d’une 
façon particulière ). 
_ Jusqu'ici les formules (43), (44), (45) n’ont été établies que sur 

une courbe K particulière, soit K; bien entendu, si l’on fait varier K 
(c’est-à-dire le point m, de C,), les formules précédentes continueront ! 
à s’appliquer par continuité aux courbes K voisines de K; mais, jusqu’à 
nouvel ordre, rien ne prouve que lorsqu'on aura fait décrire à m, un 
| cycle quelconque © sup Co, les formules (45) (par exemple) coincideront 
a la fin avec Dre initiales [et non pas avec les formules (43’)]. 

Or, exprimons que le faisceau |C\ est de genre 1; à ce faisceau est 
attachée l'intégrale de différentielle totale de première espèce 
BA on (,7,3) 
vs C3 P(x, y, 3)dx+Q(a,y, 5) dy 


(Aortte) (XoŸor 50) 


n'ayant que deux périodes distinctes, soit 26 et 2‘; et l’on pourra 


(*) Ainsi qu'en Xo, Yo. 
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satisfaire à (39) en posant 
(46) À=p(U|o, w'), aie dh bc da ow!) 


Cela étant, » Si l’on tient compte de (43), on ng écrire dans le voisi- 
nage de K | 


U Ef Pe, Y;T, W) dX +0,(X, ¥; T, W) dt, 


P, et Q, étant rationnelles en X, Y, T, W. Mais sur une courbe K 


(iss constante), U se réduit a l'intégrale de premiere “peus I, de 
cette courbe ; on doit done avoir 


> 


P(X, Yi T, W) = > 
A | déjà indépendant de (X, Y)] étant indépendant de (T, W) (puisque 
les périodes de U en sont indépendantes) et ne pen être nul 
(puisque les courbes C sont distinctes des K). 

Or ce résultat montre déjà que l'échange des formules (43) et (43) à 
la suite du lacet & décrit par m, est impossible : car dU, primitivement 


égal à NÉE sur K (A, constante absolue) ne peut se permuter 


avec — À x : ainsi done, les formules (43), (44), (45) sont unt for- 


mément valables, sans ambiguité de signe, sur toute la sur face F. 


25. Propriétés des couples paramétriques répondant à un point donné 
deF. — Maisil y a plus : moyennant une transformation d'homogénéité 
sur À et u on RPONRES supposer À — 1 et l’on aura ainsi 


en Y) aX (T,W) 


U= FT + Q(T, W) aT. nae 


(Xo, Yo) (To, We) 


Or déplaçons m sur Cy en faisant: varier (T, W) par continuité; nous 


aurons U = 0, et (m coincidant ayec m,) X = X,, Y = Yo: on doit 


done avoir Q(T, W)= 0 ese suite . 


| | | FE aX 
PE ( «¥) 
Ann, Ec, Norm., (3), XLI. — OcroBrE 1924. | fo 


oe » 
Riese 
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Soit alors 2Q, 20! un couple de périodes fondamentales de l'intégrale 
de première espèce I de (42); on pourra prendre (") 


(48) X= p(U+C]@, Q’), Y=p'(U+C|AQ, 9), 


et en vertu de(38),(46), (47) et re les équations (43) entraineront 
la relation 1: 


(49) " p(U fo, »)=R[p(UIR 2); T, WI 


ott R est rationnelle en p, T, W. On aura done 


Q= a+ bo! 
1— beso 
2'= cw + do' Aes Be h 


(50) 
a, b, c, d étant quatre entiers : ainsi, on passe de p(U|Q, Q’) à 
p(U|o, w') par une transformation d'ordre | ad — bc]; de plus, (T, W) 
étant donné, et U étant déterminé (mod 2w, 2w’) l'équation (49) 
est vérifiée par | ad — bc| valeurs de U, de la forme ; 


UU, + 220 + 2uw', 


congrues mod 26, 20’, mais incongrues mod 2Q, 2Q’: en d’autres 
termes, l'ordre |ad — bc| de la transformation est précisément égal au 
nombre n des points d’ intersection d'une courbe (. et d’une courbe K (*), 

et l’on peut ajouter que ces » points sont toujours distincts. 

Ainsi, la surface F est représentée paramétriquement par les 

équations Hy 

| x = El p(U|Q, 2), p'(UIR, 2); T, WI 

(51) y=7[p(U|Q, 2’), p'(UIR, 2’); T, W], 

3 = 3 [p(U|Q, 2), p'(U|Q, 2); T, WI, 


x, y et 5 étant des fonctions rationnelles de leurs quatre arguments. — 
Inversement, à tout point (x, y, s) de F correspondent : 1° » valeurs 
de W définies par (36) et (41), et 2° n arp Ri eaes U;, eet 


(Xo, Yo) yy , of é Fr 
() Aveo C= f | oS. | A : 


(2) Appelé déterminant de la surface par M. Enriques. 
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mod 2Q, 2Q'. D’après (44) et (45), chaque argument 


(G) Uj=U,+ 2hj;0 + apjo! (mod 2 2, 29") 


(J=1, ..., n; À; et uw; entiers) est associé biunivoquement (') à une 
racine W ; de (41) par les équations | 


P(U;+ CG, Q)=X(x,7,3:T, W)), p'(U,;+CIQ, Q') = Y (a, 7,3: T,W;) : 
et | 


(52) W;=Wlz, y, 23 p(U;19, 2); p'(U;[0, 2')]. 

Il résulte de là que l'équation (41) en W ne saurait étre arbitraire; son 
groupe de monodromie G |(S, T) étant considéré comme le paramètre 
variable | est holoédriquement isomorphe au groupe G des permuta- 
tions U;|U,, et par suite, abelien. 


26. Le groupe w' de transformations de la surface F. Les intégrales 
simples de premiere espèce de F. — Ce fait, indiqué par M. Enriques, 
comporte d'importantes conséquences que nous développerons tout à 
l'heure ; actuellement nous utiliserons les formules (51) pour établir 
que F possède un groupe continu ow! de transformations birationnelles 
en elle-même. Effectivement faisons la transformation 


(55007  U=U+e, RE AS Woe Wis 


au point (a, y, z) correspondent » systèmes de coordonnées (U,;T, 
W;); les transformées par (53) de ces différents systèmes seront 
(U; + a; T, W;). Or, donnons 47 une valeur fixe (quelconque) quand a 
yariera d’une manière continue, les entiers A;, 4; qui caractérisent la 
détermination de U;+ a associée comme il a été dit à (T, W;) ne 


(1) On passe d’un couple coordonné (Us T, W;) du point m à un autre couple en 
faisant décrire d’abord à m un are de la courbe C pässant par m; l'arc aura son origine 
en m et son extrémité en l’un, m’ des n —1 autres points d’intersection de C avec la 
courbe K qui passe par 7; puis on déplacera m de m’ a m le long de K. Dans le premier 
‘parcours, U n’aura pas varié et (V, W;) sera devenu CV, Wr); pendant la fin du parcours, 
(V, Wx) ne change pas, tandis que U variera d’un n°" de période de p (U[2, 2’). 


i 
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peuvent que rester constants le long de K; U;+ a est done associé 
a (T, W,) et tous les systèmes (U; +a; T, W;) définissent un point 
unique : la transformation (53), qui était évidemment algébrique, est 
done bien birationnelle; elle engendre sur F un groupe intransitif oo’ 
dont les courbes K sont les trajectoires. 

-Montrons encore que da surface ne peut posséder d'intégrale de Picard 
de première espèce distincte de U et des intégrales attachées à | K | (lorsque 
ce faisceau est de genre 21). En effet, le procédé employé tout à l'heure 
pour exprimer dU en fonction de dX et dT prouve que l'intégrale de 
première espèce la plus générale de F est de la forme 


ii + fre, W)4T 
(7, rationnelle en T, W). Par soustraction de xU on obtient done une 
relation de la forme 
C(x,Y,2) dx +9(2, 7, 2)dy=r(T, W)aT 


(@-et 9 rationnels en x, y, =). Or, en vertu de (36) dT est de la forme 
®' dx + 9' dy (&' et 9' rationnels en x, y, 3); r(T, W) doit donc étre 
uniforme sur F; mais, d’après (41), on peut écrire 


r(T, W) =p(S, T)-+ Wai(S, T)+...+ W"—p,_,(S, T), 


les ¢ étant rationnels en S, T; et la condition précédente exige que 
l’on ait p, =0==...=p,_,: ainsir(T, W) est une fonction rationnelle 
de S et de T, comme nous l’avions annoncé. 


27. Représentation des surfaces elliptiques de déterminant quel- 
conque. — Revenons maintenant au groupe abélien G. Il est facile d’en 
déterminer une base. Tout d’abord, on peut (') effectuer sur le couple 


de périodes (2, 20) etsur le couple (2Q, 20’) deux transformations 
modulaires telles que les formules (50) s’écrivent 

Q= pduw, WM=q du", 
TD 57 Le UT, Linie re tds 


(1) Voir n°-56, 


- 
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p et g étant deux entiers premiers entre eux, et à étant le p. Bena 
des coefficients a, b, c, d de (50) (on aura, de plus, pga? =n). Il 
résulte aussitôt de la que l’ordre d’une substitution quelconque de G 
ne peut dépasser pgd; or la substitution (') 


SU=U+20+20 (mod2Q,2Q') 


engendre un groupe [ d'ordre pq; on pourra donc la prendre pour 
te substitution génératrice de G; d’ailleurs sid =1, l'seréduira 

a G qui sera cyclique et dérivera dela ue substitution S,. Supposons 
alors 6 >1 et soient / et # deux entiers tels que hp — kq =1; la subs- 


titution ( 
8,U=U+2hpw+2kqw' (mod 2, 22") 


‘ \ “ 7 À f : . 
sera étrangère AT si à > 1; elle sera d’ordre ¢ et constituera la seconde 


. substitution génératrice de G. Ainsi la Que de G sera formée par 5S, 


_etS,; ses invariants seront pgè et à (ou = = eto). 


Pour plus de généralité, supposons que G ne soit pas cyclique Cys le 
groupe de monodromie & de l’équation (41) est done, lui aussi, engen- 
dré par deux substitutions fondamentales 8, ets,, de bi d; 
soient [W,, W,”, ..-, Wa] et [W,, WwW’, ..., Wy] deux cycles de 
racines de (41)s tout les unes les autres par les substitutions 
8, et 8,; pour réduire G à la substitution unité, il sera nécessaire et 


suffisant d’adjoindre au champ (S, T) les expressions 


Zp == W, + 6, WH POW, 
Ta Wide, No... FeO We, 


1 


a) (puissance de €,) étant deux racines primitives de l'unité, 


d'ordres pqù etc Ô. On aura ainsi 
END tee. 1:0 = 0, (5, Ty, pts: 1); 
les seconds membres étant. rationnels en Set T, et l’on pourra écrire 


ELIE oe Zi= WW; S, T; E1) : ZW: S, T; ae 


(1) Pour ne pas damphguer l'écriture, on n'a Dés modifié les notations précédentes. 
(2) Si G était cyclique, on pourrait encore appliquer les développements ci-dessous, à 
condition de supprimer partout les symboles affectés de l’indice 2. 


Pg FD à 


eye Us 


NE : 
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W désignant, par exemple, la racine W,.de (4x), et ÿ,, 2 étant ration- 


t 


nelles en W, S, T, €,, €, ; inversement, on aura 
(56) | MARS 225 S, Te), 
4 étant rationnelle en Z,, L,5 TES 
Posons alors HN, 
A,;= p(U|Q, Q') + a p(U +20 + 20'|Q, Q') +... 
+ eh? p[U + 2(pqd —1) (+ 0’) |Q, Q'], 
A,= p(U[Q, Q’) +e,p(U + 2hw+ 2ko! |Q, Q')+... } 
+ &p[U+ 2 (0 —1) (hw + ko’) | Q, NT, 
et considérons la surface F* lieu du point 
(57)  a*= a AyZ,+ a2 AeZ,+ 2S, wise pi U lw, apr a ay 


S et T étant liés par (37); en faisant correspondre les points de F et 
F* qui répondent aux mémes valeurs de U et de (S, T) on définira une 
correspondance birationnelle entre ces deux surfaces ('). 


28. Les surfaces elliptiques F' de genre pg = 0, possédant un faisceau 


(1) Car, à tout système de valeurs y*, s* correspondent trois valeurs de U (incongrues 
mod2w, 20’) et un nombre fini de valeurs de S; si l’on se donne encore x*, une seule 
des valeurs de U est admissible {mod 20, 20’), ainsi dpane seule valeur de S : 
p(Ulw, w'), p’(U]w, w'), S et T sont donc rationnels en æ*, y* et z*. Donnons-nous 
alors p (U]@, Q'); Ay et As, puis Z; et Z, seront déterminés sans ambiguïté: ainsi Z1, Zo. 
et, d’après (56), W seront rationnels en p (U/Q, Q’ » y"; 2%; soit 


(e) | | NE W [p (UIQ, À); 2*, y*, 2*]. 


Mais, par suito de vipvindeohinins de G et G les différentes valeurs de W correspondant 
à un point 2, y, 3 de F s’obtiendront en remplaçant dans (e) U par x valeurs arc Ae 
(mod 2, 2w'), et incongrues (mod 2Q, 22’). Or, si l'on porte T=2*, S(x*,y*,z*), 
et la fonction W De par. (e) dans les équations (51), on voit que x Ps + seront ration- 
nels en p (U|Q, Q'), æ*, y*, s*. Mais +, y, 3 ne doivent pas changer quand on remplace 


le couple (U, W) par l’un de ses n —1 soninguei: il suit de la que les fonctions rationnelles _ 


précédentes ne doivent pas changer apead on y remplace U par ses » — 1 associés : c'est 
dire que #, y, z sont rationnels en w*, y*, s* et p(U[w, w’) (ou en æ*, Ph ST: 
Inversement, d'après (36),(38) et (46), y*et s*sont rationnelles en x, Y,4; de plus, à 
tout point æ, y, z correspondent » valeurs de U (incongrues mod 2Q, 29’); l’une d’elles 
étant fixée, d’après (52) W sera connue rationnellement, et par suite 2, et Ze d’après (55); 
AZ, et BZy s’exprimeront donc rationnellement en p(U|Q, 2’), a, y, z et l’on, conclut 
comme tout à l'heure que z* est rationnel en z,7,2, p (Ulw, w'), c’est-à-dire en’ TV, 23 


™ 
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elliptique de courbes elliptiques. — On sait (‘) que ces surfaces se répar- 
tissent en sept types distincts; nous allons les retrouver en nous 
appuyant uniquement sur les considérations qui viennent d’être 
développées. 

Tout d'abord puisque p, = 0, la relation (3) e est de genre o (?); 
ainsi, moyennant un choix convenable de l'expression T, la tion (37) 
peut être réduite à S=o et l'équation (40) ou l'équation S(T, W) =o 
sera de degré n en W. Son groupe de monodromie devant étre abélien, 
toutes ses racines W ; s exprimeront par des fonctions rationnelles de l'une 
d'elles (a coefficients rationnels en T), soit 


(58) Wiest RCT) W,) Se 2 PNR mn). 


Mais puisque C est de genre 1, on peut exprimer (*) T et W en fonc- 
tions rationnelles de p(V|w, o’) et p'(V|o, 0’) [d’après (36) et 
(52)]. Aux » points (T,W,) correspondront n arguments V; et puisquè 
les équations (58) définissent n transformations birationnelles de (40) 
en elle-même, on aura | 


(59) Vj=a,;V,+ By (mod 25, 20’) 
avec ps D re 
ai 1, si Gest de module quelconque, 
ast » harmonique, 
ete » équianharmonique. 


Je dis qu’il est impossible que pour toutes les valeurs dé j on ait a; =1 : 
en effet, les points (T, W;) se meuvent dans une série linéaire; si l’on 


avait, quél que soity,dV; = dV,,l’expression Say, ne ei être 
11 
nulle, comme l'exige le théorème d’Abel. Par une transformation 


(1) Voir VIntroduction (n° 5). 
(2) En procédant comme au n° 26, on montrera aisément que toute intégrale double de 


Picard de première espèce de la forme [=¢;,Q:{S, T)] dU aT, les Q; dT étant les 
intégrales abéliennes de première espèce attachées à (37). Le genre de (39) est done 
égal à pz. La surface ayant pg +1 intégrales de Picard de première espèce, son genre 


arithmétique Pa est =—1. 
(3) Les courbes C seront de même module : cela résulte de la formule de Castelnuovo- 


Enriques, rappelée au n° 34, dans laquelle on a 9p =1, pa =—1 (et p(1)=1, ae 
les propriétés du faisceau IK]). 


LT 
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V|V + 4 on pourra donc ramener l’une des substitutions génératrices 
du groupe abélien (59) à la forme 


(60) 8, V=aV (mod 25, 20’), 


où « est une racine primitive de 1, d’ordre 2, 3, 4 ou 6 et la construction 
du groupe (59) se trouve ainsi achevée lorsque ce groupe est cyclique. 
Supposons alors que le groupe dérive de la substitution (60) et de 


la substitution 
SV = a'V +£' (mod 25%, 20’) 


et exprimons que 8,8; —838,. Si la courbe C est de module quelconque, 
on trouve | 


§,V=—V, §8,V=—V+o (mod 25, 20’). 
SiC est équianharmonique, prenons d’abord 


2m 
Me ah gee 
on trouvera 


8,V=eV, 8,V=eV + (1-2) > (mod 25, 20’). 


Si « et x’ ne sont pas tous deux égaux à €, on pourra supposer «= — €; 
mais alors on trouve que $ doit être une période (donc nul) et le groupe 
est nécessairement cyclique. Enfin si C est harmonique, on obtient de 
la même façon :’ 


1+ 2 
2 


Bt V, Sa=— V + 20 (mod 20, 20’). 


On a donc en tout sept hypothèses (') : 


Si. Sa. Pp q. 8 pqs. n. 
25 = 2 I I 2 > 
eV - 3 I I 3 à 
iV _ 4 1 1 4 4 
—eéV = 6 I I 6 6 
— V —V+o I I 2 2 4 
eV eVa(r+2) == I 3 ! 3 à 
iV. .—V+(i+i)s 2 | HAE 2 4 8 


SS 
(*) On dresse le tableau en calculant d’abord pq à, à, n (ordres de $1, 82, G) puispetg. 


. 
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Dans les quatre premiers cas, où G est cyclique, une analyse classique 
fournit immédiatement la fonction oF (S, T) de (54) on trouve ainsi, 
en écrivant æ, y, 3 au lieu detente, 


N= 2: © © = Aw (2 — 4) (5 = ey) (Fes) (2 — 4), 
n=3: w= Az — e,)?(5 — ex) (se), 
Byes Ys 2=A,V(e—e)*(s—es)*(2 —&)?, 
A0 x = Aÿ(s—e)(3—e) (5e) 
avec (') 
ah RTL oni 
Ant eet a De Oe w') 


k=0 
et, dans tous les cas, 


¥ =p (Ute, 0), 


29. Construction des surfaces F' a groupes G non cycliques. — Pour 
obtenir les trois autres BETAS ES, il faut-encore exprimer que les trois 
relations 


v= AyP(z)+BYQ(s), 
2 = AVP(2) + BYOG), 
#= AVP(3) + BYQ(), 


TROPI à partir de (57), (54) et du tableau des valeurs de Ps 9 0) 
sont, chacune, de genre 1. Or supposons que chaque zéro de P et Q soit 
un point de ramification effectif pour æ, et que 3 — ne soit pas un 
point de ramification des radicaux (ce qui est toujours possible); sup- 


| posons encore que Pet Q possèdent | en commun r Zéros distincts (7) 


et en et q le OES des autres zéros de P et Q; on trouvera pour 


2TÈ 
(Q) alienes: prie An, on pourra substituer à e ” une autre racine primitive, 
dordre n, de l’unité, et a p(U | nw, ow’) une autre transformée P (U| 0, — va + nw Dy 


(2) Chacun d'eux pouvant être simple ou multiple. \ | 
Ann. Ee. Norm., (3), XLI — Novemere 1924, ; Ay 


3 : 


A 
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les trois cas précédents les trois équations (*) 


P+:q9+ r=h, 
P + q+ IE 
3p+2q+3rxs8. 


Dans le premier cas (n = 4), en rejetant maintenant à l'infini l’un des 
zéros de P et Q, on obtient les deux surfaces 


= Area + BVG a) à) | M 
v= AVG a) re) Ge) + BYVG— es) G— ae) Come: CL yay 


avec 
A=p(U| 20, o’)—p(U + 20| 20, w’), 


B=p(U|o, 20')—p(U + 20) |, 20’), 


Moyennant un changement d’écriture, on peut encore représenter ces 
surfaces par les équations (?) 


ao! ==[p( Uy} a0, +0) — p(U + 20/20, oto’) 
+[p(U]o, 20')—p(U+20'lo, eee 


æ'=[p(Ul20, 0) — p(U + 20] 26, w')]p'V 
o5V O3 V 
22V 


+[p(U]o, 207) — p(U-+20'|o, 20')] ” 
Y=p{Ulo, 0’), s=p{V}o, ©"). 


- . J i Lu 
On vérifie aisément qu’elles admettent le même tableau de périodes 


als 


~ 


(a) ——— 
4@ 


nie 


fw ..0 20! 4w 


0 4w’ aw aw 


D | = 
i] 
€ 
= 


(1) Dans le troisième cas, la formule suppose que P n’a aucun zéro double ; si P possé- 
dait m'+ p' 16108 doubles, dont m’ étrangers à Q, on devrait remplacer ladite formule 
par 3p +929 + 37+ 2m'+ 2p’ = 8 qui ne donne aucune surface. 

(2) Pour la première surface, A et B ont été formés de même manière que pour la 
seconde, mais à partir du couple 264 = 20, 20), = 20! + 2W, équivalent à 2w, 20’. 
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et la même transformation en elle-même : U,=U, + 20; Ne V 
Elles sont donc birationnellement équivalentes. 


Tableau des substitutions: ' 
I U | V 
$4 U + 20 TN 
So U + 20)’ k + V+o0' 
Sioa 0 U + 20 + 20! —V+ov 


Dans le second cas, on prendra m =n = preva 

(61) a=AVa(s—1)+BVF(2—2), y=p'(Ulo, o') 

avec | | 
A=p(U|3o0,° &w')+ep(U+20 | 3, wo!) + Ap(U +40 130, ‘w’), 
-B=p(U| ©, 30!) +ep(U+20'| ©, Or nae a o, 3a’). 


Or considérons l’équation (61), comme représentant une courbe du 
plan Si z); elle sera vérifiée si l’on pose 


_ —2AV4X —2BZ PRET 
NS 1 +7 6 DENT HO 
avec 
. warty ay AON Vo 
SSS Die 
v pon aay ee ; p'V — 3 


et 
+ p?V=4p?vV —1. 


La fonction pV admet les deux périodes imaginaires conjuguées 2, 
ef. 20, == 2e),,. la perions 20, = 20, + 205 étant réelle. On trouve 


aisément 
ORV ee: ( ee v =) ice ka, see 
NE ae +et nes Le cv Ft | coe ÿ 
5) of V /3 l Fe 4 GO» fe 2W 2 203 
DR (6) u(y) er 27) gen 


et, en se servant des relations 
‘ig de EN —0 = M3 — EN: 
u 4 
To. ae A Une Meee Spe - — - = — - À Are] 


co On vérifiera que la solution « = À ÿ22(3—1)#+Bÿ(C2—1)(3+1},; qui, 
a priori, paraît distincte de (Ex conduit à une AS identique. 
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vérifiées par, Les pseudo- cu de la fonction CV, on établira les 
formules 


(Va ARS) = 9), y(v + 25202) = ey). 


A l'aide de ces formules, on démontrera que la surface admet le 
tableau de périodes 


1 A 20 + w! I 
186) 3 96) 3 
See | 
(sn pente 4 1 — € 
3 3 
Tableau des substitutions : 
be U V x Z 
Si U+.2w eV 7 eX Z 
8? U+ 4w 2 V eX 

8, U+ 4w + 20’ V+ IS e? X- eZ 
3,6: U+2u Vo eX eZ 
378, A Bi ie een av + ae eX eZ 
83 U+2w+ 4o’ V4 ES eX eZ 
$183 U+ jw + gor aVv+ ve 2X 2Z 
$233 U+ hu! eva ET x eZ, 


Dans le troisième cas, on prendra de même (') 


a= A'/s*(s—2) +BV5( D, y=p'(Ulo, w’) 
avec | 
A=p(U]4o, wo) + ip(U + 20| 40, 0’) 
P(U + 4] 40, w’)—cp(U + 6w| 4a, w’), 
B=p(U |, 20!) — p(U + 20'|, 20); 


(1) On, vérifiera que la solution a — AVa C2 + Byz(:3— 
surface identique à celle du:texte. 4 L cond Far 
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on posera 
: @AV—1Z2 4+ By2X SAP. 
FREE NT TIRER cer eer ey LU 
avec 


.X —en V dan V, sn, 


la fonction z= sn V vérifiant l'équation Z/? = 1 — Z*, de sorte que sn V 


admetles deux périodes primitives 4K et 2(1 + #)K. Comme on a 


sn(¢V|K, K+iK)=isnV, 
cn(iV|K, K+7K)= dnV, 
dn(¢V|K, K+7¢K)= cn V, 


on formera aisément le tableau de périodes de F : 


Sie “ova aang I 
Sw! 2 hw! 2 
X | 
4ik I I-+t 
Oey = Le 
; 2 2 
et le tableau des substitutions : 
yer Gath NE) x Z 
Si U+2vw iV =X iZ 
eed .U+ ho <M RSC way | 
8} U+6e Ziv Rang See 
CA D'ou do DR NE OPEN L 
3792 Us-20 + 2u = —tV+2K LNG LL 
($382 = U+4w +2 iV -- ok =) — 2 
Sir U + 60 + 20’ —iV+2K —X —iZ 


TROISIEME PARTIE 
- LES SURFACES IRRÉGULIÈRES DE GENRE GÉOMÉTRIQUE UN 


é 


I. — Les surfaces de genre arithmétique zéro. 


30. ihe genre linéaire p'') est égal à d 1. — À priori, pour p,—=1, on 
peut faire sur la surface F du problème (B,) l’une des trois hypothèses 
suivantes : Pu—1l» Pa= 0, Pa= —1. Réservant pour la sixième Partie 
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l’étude du premier cas, nous allons montrer que l'hypothèse pg=1, 
Pa =0 est tnadmissible; et, pour cela, nous établirons d’abord que 
l'hypothèse précédente entraine p\')=1. > 
Lorsque la courbe canonique K de F est irréductible (‘) l'assertion 
précédente se réduit au théorème IV; elle est alors immédiatement 
justifiée (?), Nous allons done supposer que la courbe canonique K est 
reductible. | 
Or, dans le cas actuel (p,=1, pa=0), il résulte d’une importante 

proposition de M. Enriques (*) que la courbe canonique K est 
contenue totalement dans un système algébrique 2' |K} de courbes 
_ paracanoniques. A priori, \K| peut être une série d'indice y >1. La 
surface F pourra donc être représentée biunivoquement sur une 
courbe algébrique plane I’, de telle sorte qu’à une courbe K corres- 
. ponde un point de I, et qu’aux y courbes de {K} passant par un point 

de F corresponde un groupe de y points u,,..., sur. | 

Ceci posé, soit C une ligne de niveau de l'intégrale de Picard de 

première espèce attachée à F; considérons les v courbes de {K} qui 
passent par un point m variable sur C et supposons qu’elles forment 
un système simple. D’après une remarque féconde de M. G. Humbert, 
sil (4) est l’une (quelconque) des intégrales abéliennes de première 
espèce de I’, la somme 5 =1(u,)+...+ 1(u,) sera égale à la valeur 
-en m d'une intégrale de Picard de première espèce attachée à F. Mais 
F ne possede qu'une seule intégrale de Picard de première espéce-(non 
constante sur F) et celle-ci est précisément constante sur C : donc, 
quand m décrira C, o restera constant, et cela, quelle que soit l’inté- 
grale abélienne de première espèce I. D’après la réciproque du théo- 
réme d’Abel, les points u. appartiennent donc à une série linéaire, et, 
par suite, quand m variera sur C, les courbes K devront se mouvoir à 
l’intérieur d'un système linéaire; il en est de mème de la série oo! iK}, 
TT ——— ——————— me 

de Nous admettrons, comme il est permis, que F est dépourvue dé courbe exception- 
nelle, ay : À 


(?) On sait qu’alors la surface possède nécessairement un faisceau de courbes de 
genre 1. 


(>) ENRIQUES, Rend. Acc. Bologna, t. IX, 1904, p. 5. 


7 
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et, comme p,—1, ceci n’est possible que si les courbes K restent fies 
quand m décrit C. 


Les courbes K (ou leurs composantes irréductibles) doivent donc 
coincider avec les courbes C, qui, dès lors, sont algébriques et forment 
nécessairement (*) un faisceau /C{. Mais alors le système | {Ki est formé 
de courbes variables dans |C|; or iC{, étant un faisceau irrationnel, 
n’a pas de point-base; une courbe C ne peut donc avoir aucun point 
commun avec une composante K; de la courbe canonique K sans qu’elle 
la contienne. Cela étant, puisque les courbes C (générales) ne peuvent 
ni se couper, ni couper K, il résulte de l’absence d’exceptionnelles et 
de la relation classique |C’ —C|=|K| que sur toute courbe générale C 
la série canonique sera d’ordre o : les courbes C sont done elliptiques,. 
et F possède ainsi un faisceau de courbes de genre 1. 

Il est facile maintenant d’établir la relation p“) =1. Observons, en 
effet, que les composantes K; de K ne peuvent avoir aucun point commun : 
car, ou bien les K; coincideraient avec des courbes C qui seraient donc 
mutuellement sécantes; ou bien l’ensemble de deux ou plusieurs 
courbes K; constituerait une courbe C (réductible) dont le genre 
virtuel serait nécessairement supérieur à 1. Les K; ne pouvant se ren- 


contrer, le genre virtuel p"') de la courbe R est égal a 1. 


Toutefois, nous avons dû supposer que la série iK| était simple ; 
examinons maintenant l'hypothèse opposée : les v courbes passant par 
un point m, de F auront en commun nr —1 autres points my,..., Mp. 
A la surface F on pourra faire correspondre une surface $ telle que 
chaque point M de corresponde (rationnellement) au groupe m,,..., 
m,; quand m,, par exemple, décrira une courbe K, ses associés my, ..., 
m, décriront la même courbe, et le point M.décrira une courbe; à la 
la série |K/ correspondra sur # une série || d'indice v et ne 

Ceci ae quand m parcourra une courbe C du faisceau iC}, son 


correspondant M décrira une courbe ©; la somme > I(u;) sera une 


intégrale de Board de première espèce sur #; et comme # ne peut pos- 


a au plus qu'une intégrale simple de première espèce, le raisonnement 


—à 


(1) Voir la note 1 de la page 305. 
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de tout à l'heure continuera à s'appliquer sur  : quand M décrira €, 


les courbes ot devront se mouvoir dans un système linéaire. Or & 


chacune d’elles correspond une seule courbe K : celles-ci devront done © 
également appartenir sur F à un système linéaire, ce qui exige que 
dans l’opération précédente elles restent fixes; dès lors nos conclusions 
intérieures conservent toute e leur validité. | 
’ L : 7 
31. Formation des expressions U. de premiére espèce. — On vient de 
montrer que, dans les hypothèses actuelles, la surface F possède. 
nécessairement un faisceau de courbes elliptiques C. Comme on a ici 
Pe =1, Pa=0, pl =1, le genre de ce faisceau est égal à à un (' ); quant — 


aux courbes C, elles ne peuvent avoir leur module constant : car, la 


surface F étant supposée dépourvue de courbes exceptionnelles, la 
formule classique de MM. Enriques et Castelnuovo 


A+ 4(n—1)(p— Ds + ape pl) 


(A, nombre de courbes C possédant un point double; genre du 


faisceau; x, genre des courbes C) donne aussitôt À =12 ne 
Or les équations d’une courbe C pAUXENS s’écrire 


fle, HER CT 

Ket # satisfaisant à l’équation | ‘ 
fea) ge RAT AL oa, peste AR CAES 
de genre : ta de plus, ¢ sera la transformée birationnelle d'une courbe 
_ (63) Mp. oa, B) =o 


du plan Ce, ç) (les coefficients de | seront d’ dilened ie fonctions ‘ 


de À et y qui, d’après ce qui précède, ne pourront se réduire à des 
constantes); sur F, x, y, s seront donc des fonctions rationnelles des 
variables à, By Ase hoy per (62) et (63). Enfin, si l’on LS par 


\ 


w al (x, y, de + lay, 5)dy 


(1) ENRIQUES, Rendle: della R. Acc. dels Se. del Ist. di Bologna, nouvelle. série, 
L XL MT p. 11. 


… 
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pe A ; 2 «4 « t ES Fi 
l’intégrale de Picard de première espèce attachée à F, et admettant 
2w et 2’ pour périodes primitives, À et w s’exprimeront rationnelle- 
ment en fonction de p (w|, w’) et p’(æ[w, w’) et l’on pourra écrire : 
fatwip,oidw-+Btur:p cd 3 

(64) aus & [C(w; 0, a) dw+ D(w; 9, c) do], 
A, B, C, D étant rationnelles en pe, p'#, p, s. Cherchons à déterminer. 
ces fonctions de manière que w soit une As de première 
espèce. 

A cet effet, exprimons d’abord que reste fini on on se déplace 
sur une courbe C (d’équation w=w,). L'intégrale 


B'%5;0,6)d 
(65) fe FD: p, 6) dp 


devra être une expression de première espèce pour C. Or, C étant de 
genre 1, il résulte d’une proposition de M. Emile Picard (') que 


3 ‘ 5 (east 
expression (65) est alors nécessairement de la forme W ou = e™, 


dW (o, os) désignant une différentielle abélienne de première espèce 
de C (et à ni ents algébriques en À,) et a étant une fonction algé- 
brique de À,. Nous allons montrer qu'on a dW==0. 

* Effectivement, faisons décrire successivement a (x,y,z) deux cycles” 
fondamentaux de C, et soient Q; (j=1, 2) les périodes correspon- 
dantes de W; w, qui doit subir une substitution linéaire à coefficients 
constants sera transformé en w + Q; ou en we“ const. Dans les deux 
cas, le rapport Q, : Q, serait constant, ce qui est impossible, puisque 
les C ne sont pas de module constant. 


fp (Wo; Rs 6) d 


Ainsi-done D (#3 0,0)e°. . * doit être nul quel que soit w, 

et (64) se réduit a | | 
‘ ee 

C( 


due" w) dw, 
c’est-à-dire à 
du =cdw ou ec’ dw (6, constante numérique ), 


puisque wu doit être de première espèce. 


(1) Mémoire couronné (loc. cit), p. 305. Voir aussi la note du n° 33, p. 331. 


2 Ann. Ec. Norm., (3), XLI. — Novempre 1924. 42 
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32. Rejet de l'hypothèse pe =1 pa=0- — Il est aisé de montrer main- 
. tenant qu'aucune surface de la catégorie actuelle ne peut fournir une 
solution de notre problème. Tout d'abord, w et ¢ ne peuvent étre simul- 
tanément de première espèce, car, d’après la forme qu’on vient de trouver 
pour ces expressions, ils seraient fonctions l’un de l’autre. Mais alors, 
d’après le théorème V, il existe une expression | égale soit à ww”, soit 
à Log(u+ he), soit à u+hv] qui est de première espèce. Or es lignes 
de niveau d’une expression de première espèce sont algébriques dans le 
cas actuel, et la solution directe que nous avons obtenue aux n° 22 
et 23 pour une telle hypothèse ne nous a donné aucune surface de 
la catégorie présente. 


II. — Les surfaces hyperelliptiques. 


33. Forme des expressions de premiére espèce pour une courbe de 
genre 2.— Considérons maintenant l’hypothèse p,=1, p,=—1; dans 
ce cas F est une surface hypcrelliptique de Picard ou une surface 
elliptique. Nous étudierons d’abord le premier cas. 

Pour obtenir les expressions de première espèce appartenant à une 
surface de Picard, nous aurons besoin de connaître la forme des 
expressions de première espèce appartenant à une courbe de genre 2. 
Or il est aisé de construire ces dernières expressions. | 

Moyennant une transformation birationnelle convenablement choisie 
une courbe de genre 2 peut être ramenée à la forme 


j=1 


‘ 6 
(66) ’ = |], 
et une expression de première espèce pour (66) peut s’écrire 


rene 
(67) | U = fel" a, 


‘ 1 at: . être À T \ ; 

la fonction rationnelle r (£, 4) n'ayant que des poles du premier 

ordre (6, 7). Parmi ces poles, soient (bx, ex) (k=1,..:, M) ceux qui. 

sont à distance finie, et distincts des points de ramification; soient 7, 
Ye T 1] £ % A | h i 

le résidu de 7 (&, 7) relatif à (64, ex), n; celui de a; et P; q ceux des 
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points à l'infini. On a nécessairement 


M 6 


dm +d n;+p+qg—o, . 


k=1 pat 


équation qu'on peut écrire encore 


ts. 
M 


(68) Smee S (np £1) + (p —2) + (9-2) =2. 


k=4 j=1 
Mais u étant de première espèce, les mx, nj, p et q sont entiers et 
satisfont aux inégalités 
(69) | My 1, nie Ween CRUE 
On tire aussitôt de (68) et (69) la conséquence M2) d'où l'on déduit 


sans peine que r (6, n) est égal, soit à 


; 
ioe. ok I TRS ba Dai Ce QE + 6 
0 a 1 ne a 
(70) a Ea, aA go ro LA 
= jj = : 


soit à l’une des huit expressions analogues que l’on en déduit en 
faisant coincider les points (b,, c,), (b,, c,) entre eux, ou avec un ou 
deux des points de ramification, ou avec un ou deux des points à l’in- 


fini. Par suite, si U est de première espèce, fr (Ë, n) dé est une inté- 

grale abélienne de troisième espèce n'ayant que deux ee au plus 
[a une combinaison logarithmique pres du type eh Log r ie i (Gs n)l; et 
l’on a, soit 


aë+f$ Le 
fe a +O ne, dE 
+ Morne eae 
soit un cas limite de la formule précédente. 


Réciproquement, on constate aussitôt que l’expression précédente 
est de pian ere, espéce pour la courbe 690) € à? 


= 3 
(1) On verrait de même qu’une expression U de première espèce attachée à une courbe 
elliptique est nécessairement du type | eI (I, intégrale de première espèce; cf. Picarp, 


Mémoire couronné, p. 305). 


= tebe 
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34. Pour une expression de première espèce > F, les lignes sun gulteres 


sont algébrico-logarithmiques. — Revenons maintenant aux expressions | 
de première espèce pour F; une telle expression peut s’écrire 


iss f ettBanoem (A dar + Bay), 


les R;, A et B étant des fonctions rationnelles de (x, y, 3).êt J étant 


‘une intégrale de Picard de troisième espèce dont on ne peut diminuer 


le nombre des courbes polaires par la soustraction d'aucune combi- 
naison logarithmique (telle que Le; Log R;). Nous allons montrer 
que J se réduit à une intégrale de premiére espéce, et, pour cela, nous 
établirons d’abord que J ne peut posséder au plus que deux courbes 
polaires. 

Or, soit 6 le diviseur de la surface de Picard F; on sait que F possède 
un système algébrique oo, X, de courbes C, de genre 2, de degré 2 et 
d'indice 20; nous allons exprimer que, considéré comme fonction d'un 
point variable de C, u est une expression de première espèce pour celle 
courbe. : 

Prenons dans © un système algébrique +‘, Ÿ, qui ne contienne 
aucune courbe polaire de J ("), et faisons varier C dans Z’; les équations 
de C seront de la forme f(a, Yr 83 A RER ES Sette z;À,u), fetg 
étant rationnelles en a, y, s ainsi qu’en A et & liées par une relation 
SC, u)= 0; inversement, sur F, À et pe seront algébriques enæ, y, 7 


| Puisque sur C, u doit être une expression de première espèce, on nates 


écrire, sur C, a’ nn le n° 33 : 


FA dj = dJ(x, 2 nr acne do +), 


° v 


d étant une différentielle abélienne de troisième espèce pour C, à 
coefficients algébriques en à, p., n'ayant que deux pôles au plus «, et a,, 


et irréductible à nne combinaison logarithmique; de plus, les s, sont 


rationnels en +, y, z et algébriques en A, w. Or, dans la relation précé- 
dente, SARA À et wu par leurs expressions algébriques en AE 


(2) Les courbes polaires de J étant en nombre fini, le choix de Z' est toujours possible. 


rf 


. choix de ce système. . 
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nous aurons sur {oute courbe de X?, et par suite sur F : 


N(x, y, 3) = dJ(a, y, :)+ d'Y B, Log, (a, y, 2), 


les A, étant algébriques en a, y, 3; a, Be — oe 6, Log A. étant 


de la forme ny Peon erac & et vb algébriques en x eA s) et ne pouvant 
devenir infini que sur les deux courbes T,, I, lieux des points 
met wa CL}, 

Soient alors ds’, A, ..., dS’, A les diverses déterminations de 
dy, À, au point +, y, z; on pourra écrire 


d= dso + “d By Log Au, y, 2) = ta | DEEE REA 
æ. y we A 


et, par suite : 
es € z)+> By Log Ay (2, Jy 3), 


y 


les À, étant rationnelles en x, y, 2 et dJ étant dès lors une différentielle 
de Picard ne possédant au plus que deux courbes polaires F,, F, ; 
d’après notre hypothèse sur J, J se réduit à J et n’a ainsi, au plus, que 
deux courbes polaires, F, et F,. Nous allons montrer maintenant que 
l’existence de ces courbes est inadmissible. 

Tout d’abord I, et T, ont le méme genre. En effet, puisqu'il existe 
une intégrale dé Picard de troisième espèce ayant l', et F, pour courbes 
polaires, on a l’équivalence algébrique À, T, +A, l,=o (A, et À, 
entiers); mais, comme les nombres des points d’intersection de I, 
et [, avec une même courbe C sont égaux à 1, on déduit de léqui- 
valence précédente A, +A, — 0, et par suite 


(71) | rm =r 


(puisque sur F la division d’une courbe algébrique est univoque). 
Limitons maintenant le genre de TY, et T,. Soient A un point fixe 


€) Ou, a ear sur certaines courbes de 2° mais ceci est impossible d’après notre 
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de F, G une courbe fixe de E issue de A, et M un point variable surT,. 


Par A et M passent 20 courbes de X qui coupent chacune C en A et 
en un second point. On fait ainsi correspondre à un point de F, un 
groupe G de 22 points sur C; or G décrit une involution sur C : car les 
courbes C ne peuvent couper [, qu’en un seul point (n° 33); par un 
point arbitraire de C il ne peut donc passer qu’un seul groupe G. Mais 
alors, étant l’image d’une involution sur C, V,, est au plus de genre 2. 

Or je dis que T, et T, ne peuvent étre de genre 2. Car, d'après (71), 
F, et T, font partie d’un même système algébrique de courbes de 
genre 2. Mais une courbe de ce système ne peut être coupée par F, 
(ou F,) qu'en un point au plus (n° 33); et ceci est absurde, puisque 
le degré du système est égala2r—-2=2.  — 

Comme on peut toujours supposer que l, et F, ne sont pas ration- 
nelles (') il ne nous reste plus qu’à envisager le cas où I’, et F, seraient 
elliptiques. Mais alors F posséderait deux faisceaux de courbes ellip- 
tiqnes, et, de plus, I’, et F, appartiendraient au mème faisceau (*). Or, 
comme il a été dit au n° 31, sur toute courbe du faisceau elliptique iC 


qui ne contient pas [T, et l,, uw devra être de la. forme fe dl, 


I désignant Vintégrale de première espèce attachée à C; ainsi, 
sur C on devrait avoir J= «I. On procédera alors pour }C| comme 
au début de ce numéro pour 2; aucune expression algébrique et non 
rationnelle en-æ, y, 3 ne pourra d’ailleurs s’introduire, puisque | C} est 
un faisceau ; sur la surface F on aura done J (æ,y,3)—a5(x, y, 3), 
3 étant une intégrale de Picard de première espèce pour F : l'existence 
de F, et F, est done inadmissible. 


35. Formation des expressions u de premitre espèce. — Ce point 
acquis, nous pouvons écrire u sous la forme 


(72) u =") ethB)+ ZojLosRi( À dx + B dy), 


(1) Car toute courbe rationnelle de-F est une exceptionnelle de la surface. | 
(?) En effet une courbe quelconque I du faisceau | l'; | est coupée par les courbes li et ls, 


. équivalentes d'après (71). suivant le même nombre de poifts; I ne peut done couper Te, 
\ 5 


ce qui est absurde si l', n'appartient pas à |, !, 


te J 


\, 


+ 
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Tet J étant deux intégrales distinctes de Picard de première espèce 
attachées à F. Or considérons w comme une fonction du point ana- 
lytique de l’une des courbes C du système X (du n° 34), et soit 


r(Enidé 
u(E, = fl dé 


ce que devient cette fonction quand on substitue au point (x, y, z) de C 
son image (£, 4) de la transformée birationnelle (66) de C. D'après la 
forme obtenue pour r (£, n) tous les «; devront être entiers; on peut 
done supprimer de (72) le terme Za;Log R;; d’autre part l’examen 
de (70) et de ses formes limites montre que les seuls cas dans 
lesquels [rae sera du type algébrico-logarithmique (a des expres- 


sions de première espèce près) sont les suivants : 


—,. Ps: Fu We tee: cé+d 
. es 0) aes Ever rhe 
? =, ere | 1 I i ck+d 
à pies les M DAS se Re PU 
. oj ES ravie af cE + d 
| EXC, n) ge 22100 ai ER ae 1 Er. 


Or les deux dernières formes doivent être écartées : car les lignes 


~~ singulières de w couperaient C en l’un des points de coincidence m 


de la série gi appartenant à C; mais, par un point » commun à une 
ligne singulière et à C on peut toujours faire passer une autre courbe 
‘de Z sur laquelle & n’est pas un point de coincidence m. On aura 
done: | 
ees tee fe 

| J 


(+d, | 
ie 


\ 


en d’autres.termes, sur toute courbe C, À dx + B dy devra se réduire 
à une différentielle abélienne de première espèce. Mais, dans la repré- 
sentation hyperelliptique de F à l’aide des variables indépendantes Let J 
A dx+Bdy devient A (1,J)di+yu.(1,J) dd, et, d’après ce qui précède, 
les fonctions (hyperelliptiques) 4 et » sont constantes le long de C; 


Ne 
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elles le sont donc sur F (') et l’on peut écrire : 


u= | e*!+8(, dl +p dJ) (a, By A, ps, Const. ). 


Mais la condition d’intégrabilité de l’expression précédente montre 
qu'on a au — BA —0o ou que west de la forme | 


eu aU, 
U désignant une intégrale quelconque de première espèce de F. 


36. Formation des systèmes (3). — Cela étant, la construction des 
systèmes (S$) résultera immédiatement du théorème V. Supposons 
‘tout d’abord que u et ¢ soient deux expressions de première espèce, 
et soit m0 (UN), y= yey, 2 V) la représentation 
hyperelliptique normale de la surface; d’après la forme qu’on vient 
de trouver pour les expressions de première espèce, la solution æ(u,v), 
y (u, +), z (u, y) de (8) s’obtiendra en posant U=aU,+ OV,, 
V=cU,+dV, (a, 6, ¢, d, constantes numériques; ad — be #0), 
(U,, V,) coincidant avec l’un des trois couples 7 


U,= Log(Au+B}); ~ U,=Log(Au +B); U,=Au+B; 
Vi = Log (Ge HD)" eV = Ce RD; V,=Ce+D)D 


(A, B,C, D, constantes d’intégration). On obtient ainsi les systèmes (s,) À 
du n°6. Réciproquement, si a, b, c, d satisfont à des conditions faciles 
à former, les fonctions æ, y, = seront uniformes en uw, ¢. 

Supposons maintenant que wu et ¢ ne soient plus de première 
espèce et appliquons le théorème V. Dans le premier cas possible, 
u, = Logu, +, == Loge seront des différentielles de Picard attachées à F; 
x, Y, = seront Gnifstiiey en 4,5 9, et d après la solution du pro- 
blème (A2) (), on peut affirmer que : 1° si la surface F est de 
modules généraux, le système (3) coincide avec le premier des 


(1) On peut remarquer encore que tout point de F peut être relié à -C par un are 
appartenant à une autre courbe C. 
(2) Voir n° 46, 
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systèmes (8,); 2° si F est une surface elliptique, (8) coincide avec 
le premier des systèmes du n° 23 [soit encore (s,),, n° 6]. 

De même dans le second cas possible du théorème V, (8) se réduit 
au systéme ENT 

Examinons le troisième cas : u+hv doit être de première espèce 


pour une certaine valeur de la constante A. D’après ce qui précède, on 
aura done 


«u+ ho = | eU AU, 
u — { ea D(U, V) aU WU, V) aV], 


® et W étant deux fonctions hyperelliptiques de U et V (rationnelles 
en æ, y, 2). De plus, quand on fera «+ Ay=const., u devra rester 
fini ('); WU, V) se réduit donc à une constante; et l’examen de la 
condition d’intégrabilité montre qu’on doit avoir W=o, ®= const. : 
l'hypothèse est done inadmissible. 

En résumé, quand F est une surface hyperelliptique de Picard, 


le système (s) sont être identique à l’un des HA (3; ) et (82) 
du n° 6. 


III. — Les surfaces elliptiques. 


37. Formation des expressions de premiere espéce. — Pour construire 
les expressions de premiére espece appartenanta une surface elliptique 
quelconque de genre pg=1 nous utiliserons la représentation para- 
métrique (51); nous aurons donc ~ 


fPat+aar 
du =e’ 


(P,dU + Q,dT), 


P,, P., Q,, Q, étant rationnelles en p (U|Q, ’), p’ (U[Q, Q") et enT, W. 
Ainsi sur une courbe : (T = const.), on aura 


fra P, dU: 


EN 


mais u doit se réduire alors à une expression de première espèce 


(1) Sous une autre forme, cette remarque a déjà été faite au n° 20, p. 298. 
Ann. Ec. Norm., (3), XLI. — NovEMBRE 1924. 43 
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d 
pour K; sur cette courbe du doit donc coincider (' ) avec Bed” ; dU, 
A et B ne dépendant que de (T, W). D’ ailleurs, lorsque(x, ys z)décrit 
un cycle de K te correspond une période 5 de Ü), = se repro- 
duira multiplié par e*”, ce qui prouve que A est une soinsant absolue 
et l’on pourra écrire, en modifiant au besoin Q,, 


L 
AU | QT, W)dr 


(73) due [dU + Q.(U; T, W) aT], 


et tout revient à déterminer Q, et Q,. Or effectuons sur (73 ) Pune 
quelconque des transformations (53) du n° 26; l'expression deviendra 


A(U+« Q,(1,W) dT : 4 : 
(331) Gyan [du + Q(U + a; T, W) aT]; 


/ 


d'autre part, les conditions d’intégrabilité de (73) et (73’) s’écrivent : 


(94) AQU T, W) + 4 QU; T, W) 
=0,(T, W)=A0(U+ a; 7, W) +4, QU +4; T, W), 
d’ou : | | 
(75) LOU +45 T, W)—Q(U; T, W)] 
+ A[QUU + a;T, W)—Q,(E; T, W)]=o. 

Mais Q, (U+a; T, W)—Q, (U; T, W) est une fonction rationnelle 
de pU et p'U; pour AXo on voit donc aussitôt que la différence pré- 
cédente doit être identiquement nulle. Et ceci.subsiste pour A=o, : 
car, d’après (75), Q, (U+a; T,W)—Q.(U; T, W) est alors indé- 
pendant de U quel que soit a; Q, est donc une fonction linéaire de U, 
c'est-à-dire une fonction de la beile variable (T, W). 

Cela étant, les conditions (74) se réduisent i X QE; W)=A05(T, W) 
et l’on aura 


DÉS Re) ET aT], 


d’où 
fy \ 
y A U+JfQ.dT » 
w= Te . if ) ou a0 + [Q dT, 


(1) Voir la note du n° 33, p. 331. 


‘ 
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suivant qu’on a À Zo ou A=o. Réciproquement, pour qu'une telle 


expression soit de première espèce, il faut et il suffit que far se 


_réduise à une intégrale de Picard de première espèce pour F, c'est-à-dire 


à une intégrale abélienne de première espèce pour (37) qui est 
actuellement de genre 1 [cf. n° 26 et note (?) p. 319] et Q, est 
rationnel en S et T. 


38. Rejet de Vhypothése actuelle. — Cela étant, appliquons le 
théorème V; si w et » sont deux expressions de première espèce, 
ainsi que dans les deux premiers cas complémentaires du théorème, 

le problème actuel se réduit immédiatement à un problème (A,) : c’est 


A ta conséquence de la forme qu’on vientde trouver pourles peop: 


de première espèce. D’après la solution du problème (A,) il n’y aura 
donc pas d’inversion uniforme, sauf toutefois si F est hyperelliptique, 
cas que nous écartons, comme déjà traité. 

. Reste le dernier cas du théorème V : w+ Ag est de première espèce, 
mais u et ¢ ne le sont pas. Or les lignes d’infini de w sont-données par 
une équation f(pU, p'U; T, W) =o où $ est un polynome à coefficients 
numériques. Elles doivent être de la forme u + Xp = const. : elles véri- 
fient donc une équation de la forme dU+Q, (T, S) dT=o. Mais 
alors on déduit aussitôt de là que l'intégrale générale de l’équa- 
tion dU +Q, dT=o est algébrique ; on retombe sur le problème 
traité aux n° 22, 23, ce qui montre que l'hypothèse actuelle est 
inadmissible. 


s 


 QUATRIÈME PARTIE 
LE CYLINDRE ELLIPTIQUE 


® ee nt ® 


39. Si Fest ee elle doit étre de genre uh. — _ Supposons main- 
_tenant que F soit une surface ete de genre géométrique zéro : 
_ce sera done une surface réglée ou une surface elliptique. Envisageons 


TE tn le de de een) 27 
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d’abord le premier cas, et démontrons que si lasurface F est réglée, elle 
est birationnellement identique a un cylindre elliptique. \ 

Supposons que moyennant une transformation birationnelle on ait 
ramené l'équation de F à la forme f (æ, y) =0; par un simple chan- 
gement d’écriture on peut toujours admettre que dans (s) (n°1) H, K, 
L, M sont des polynomes en = ('). Imaginons alors que f soit de 
genre >1. Al’exception des génératrices F ne peut posséder aucune 
courbe rationnelle ou elliptique (car sa projection sur le plan s=o0 
serait de genre >1). Donc, d’aprés le théorème I les intégrales I et J ne 
peuvent admettre aucune ligne singuliére distincte des génératrices : 
on aura donc ainsi 


a 


free r(z)dz . \ 
du =e [A(s; 2, y)dæ +B(z; x, y)4dz)]: 


de plus la même condition devra être vérifiée après une substitution 
linéaire quelconque effectuée sur z, ce qui exige que l’on ait B=0, r=8 
(et, par suite, A indépendant de z). Mais alorsu ete seraient fonctions 
l’un de l’autre (et, en outre, x ety ne ppprraien être uniformes en u). 

40. Forme générale ie coefficients de (8). L'hypothèse (D — Sue 
posons donc que F soit un cylindre elliptique : 


A0 DNS PAL — Hx — 83, 
. ou, si l’on veut - 


z=p(wlo,o'), yop'(w|a, o’). 


Les seules courbes rationnelles que possède F sont les génératrices. 
Quand aux courbes elliptiques de F, il est aisé de les déterminer : le 
long d’une telle courbe, C, x, y, s sont des fonctions elliptiques d’un 
paramètre 4, c'est-à-dire des fonctions rationnelles æ (£, n), y(E, n), 

5 (& n) de £=p (119, Q')=pr et de n=p'e; x (E, nyety (, 1) 


satisfaisant à (76) on a nécessairement 
. av = dx =<adi, 
y 


= ———————— 


(1) Les différentielles écrites sont actuellement linéaires en dx et dz. 


i :- 
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soit w=at+b, a et b étant deux constantes qu’on peut prendre 


respectivement égales à 1 et à o. On en déduit 
p(æ|o, w’) =R[p(w|Q, Q')], 
4 


R étant une fonction rationnelle : p est donc une transformée de pw 
et l’on a 


Q=aw+ bo’, D Code, 


a, b, c, d étant quatre entiers. Réciproquement, ‘iL est clair que les 
erueene 


r=pel=R(pv), y=p'elapwR(pe)l, 22, 7), 


où f est une fonction rationnelle quelconque de p et p', représentent 
une courbe elliptique située sur F. 

Cela étant, écrivons du sous la forme (s) (n° 1), avec H et K poly- 
nomes en = (), et supposons que les lignes Bin guliexes de du soient 
formées de génératrices et de courbes elliptiques C,,..., Cy. Les 
équations de ces courbes peuvent s'écrire s=/f; Gon 05), 
p’ (#|Q,, Wp) =, [p (| Q, Q'), p'(æw]Q, Q')] les j;etles F; étant 


_ des fonctions rationnelles, et les p(, Q;, Q’;), comme p(w], ow’), 


étant des transformées de p(w|Q, 2’). Pour abréger l’écriture, nous 
adopterons simplement comme équation de C; 


z: = a;(#) DE af) 


a; (x) étant une certaine fonction algébrique du point (æ, y); la 
notation sera suffisamment explicite d’après ce qui précède. 

En retranchant de l'intégrale [ Pdx+ Q dz la combinaison 
xh; Log [z—a;(a)] la différence n’admettra plus à distance finie, 
comme courbes logarithmiques, que des génératrices de F; on pourra 
done. écrire © 


(77) Ga = WHA(s, de BCs, x) dz| 


(1) Les différentielles indépendantes écritos étant da et dz. 
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avec 


N 
a+ fetwidie 1 ; 
Wie à =| [l<— a(x); > 


ii 


A et B sont des polynomes en z à coefficients rationnels en æ, y [ou, 
encore, en p(w|Q, Q’), p’ (w]Q, Q!); © (w) est une fonction ration- 
nelle de p(w|Q, Q’) et p' (w|Q, Q’) et nous supposerons essentielle- 


ment, pour commencer, que l'intégrale Log W==aw + fe (w) de ne se 


réduit pas à une combinaison logarithmique, à résidus rationnels : ce 


sera l'hypothèse (H). 


41. Réduction de l'expression du (conditions d’intégrabilite). — Ceci 
posé, nous présenterons d’abord des remarques préliminaires sur la 
réduction des expressions (77); en principe cette réduction a été 
indiquée déjà par M. Ermakoff ('); mais, au fond, elle constitue 
l'extension du procédé employé par M. Émile Picard pour la réduction 
des intégrales de différentielles algébriques à deux variables. Écrivons 
pour (77) la condition d’intégrabilité 


N ; N 
% hj OA | 1 aW h;a;(x) OB 
(78) ‘Dae a | eee 3— 4; B+ 5 


jo=4 f= 


On en déduit aussitôt (?) 
(79) | A(a;, x) + a; B(a;, x) = 0. 


Supposons alors 4,4 — 1; posons 


N 
F(z, a) =] 1:02) 


! 


ee 


(1) Journal de Crelle, t. 131, 1906, p. 56. Cet auteur s'était proposé de construire 
toutes les différentielles totales de la forme a (x) Z (Adx+Bds), a (æ) et les a; (x) 
étant des fonctions quelconques de x. Nes 

(?) Cette relation exprime un théorème connu, dû à Euler, sur les facteurs intégrants 
de A dr +B dz. 


1 


wa ae’ ee ee 
AES Oe ee aes ee 
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et retranchons de du l'expression 


I 
Ma 


2 F(z, æ) 4 
d hz Fie x )|: 
on trouve aussitôt, en vertu de (79), que la différence possede encore 
la forme (77), les k; n'étant pas modifiés, sauf A, qui est remplacé 
par 4, +r. De proche en proche, en retranchant de du une expression 
de la ae d|WZP(s, x)| (P, RER en oe on peut donc sup- 


poser ane pour la différence 


7 “du, = d(u — WZP) = WZ,(A, dx + B, ds), i 
on a | | 
REA N | 
. es Z=T] (z— &)", 
‘ iat 
chacun des #; satisfaisant à l’une des conditions a (4;) > —10uk;=—1 


(avec k;=h; entier positif). De plus, si l’on a 
AiZapslæ+...+o, Br=Bgst+...+6) (70), 


on peut toujours supposer ie 2 og de telle sorte que 


Due 


i=1 


Écrivons alors pour du, la condition d’intégrabilité (78); d’après 
l'inégalité précédente le premier membre de cette condition sera 
exactement d’ordre p—1 en 2, et, en vertu de l'hypothèse (H), le 
second membre sera d'ordre q exactement; on aura donc g =p— 1(20) 
et, de plus : 


; aw d 


Or adniettons d'abord que les 4; ne soient pas tous nuls, et sup- 
pasony BN — 1; on trouvera ; 


Sip. 3— a} \] = 
KE ARE - a} ae WL, (A da + Eds) 


+ 
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avec 


SRE 2 6, dW 42) Pp = 
R= seo (Ht dpe Beat ds ns 21e 


D'après (80) la différence 


du, — 


Sha Piste (sayy 


~“ 


sera donc dela méme forme que du,, mais avec A,et B, de degrés 
respectifs p— r-et g—2; d’ailleurs, les à (4;) (qui ne peuvent dimi- 
nuer) ne seront pas modifiées si l’on prend af ai (æ). De proche 
en proche, en retranchant de du, une expression de la forme 
da | WZ,F PCs; «) | (P,, polynome en z), on peut donc supposer que 
pour la différence 

HAE CNT FP,) = WZ, (As de + B, ds) 


A, et B, seront de degrés respectifs N —r1etN—2. 


On aboutirait à la même conclusion si tous les #; étaient NEA pat à ceci 


près qu’on aurait A, (3, æx)—a(x), B,=0, soit 
| dux= d(u,—'WP,) = Wa(zx) dz, 
En définitive, Ay et B, étant ainsi précisés, on peut écrire 
du = NZ: (Ayala Ba de) + a (Way Be ) ] 


P, et Q, étant des polynomes en z, avec 


N 
Q.= |] J ~ — at". : 
11 


42. Propriétés des exposants de du. — Cela étant, il est aisé de voir 


qu'aucun des exposants de Z, ne peut être égal à— 1 : car supposons 
par exemple #, = — 1; le résidu en a, de la fonction rationnelle 
de s, WZ, B,, doit être indépendant de x ('). Or le résidu en a, 
de Z, B, est rationnel en p(w|Q, FAT RAGE Q’); én vertu de l’hypo- 


(1) Car toutes les déterminations de x sont de la forme FEES (A et B-constantes). 


6 LS 
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thèse (H) le résidu de W Z, B, est donc nul. Ona alors Bj(a,) = 0; 
d’où, d’après (79), A, (a, ) — 0 : c’est dire que l’exposant-4; est nul. 
On peut donc supposer que tous les k; ont leurs parties réelles supé- 
rieures à —1. Or, moyennant une substitution linéaire T sur 2 (!) ilest: 
loisible de ramener deux a, (dont l’an peut être sc) à coïncider: 
avec les points c, =o, c,=1. Supposons que T transforme aussi 
d’autres. a; (a) en des valeurs constantes 631 hu Ou ROMS POUNTA NS: 


écrire ainsi : 
M N—M 


du,— wi] —¢;)%i te: —a;(x)]i(A, dx + By ds), 
7 t= 4 PAR 
aucun des a;(æ})n rot Je dis que tous, les exposants h; des 
z— a; (a) sont des entiers (nécessairement positifs, d’après ce. qui 
D cet 
Observons d’abord qu'on peut écrire 


n= Wf 0(z, x) dz, 
0 


en posant 
M N—M 
6(3, z)=][(:- c:)* | [Lee (NB, 
te i=t yas 


, puisque (7) z—c, (=1). est une intégrale première, de: 
A,da +B, dz = 0,.0n aura, quel que soit x, 


(81) | O(x) a bte: 2). di GW-" (C = const.), 


l'intégrale étant prise, par exemple, le long du segment rectiligne L 
joignant les points oet 1. Or, faisons décrire à (x, y) sur la surface’ 
de: Riemann (76) un chemin fermé { tel que l’un des a; (x), a, (x) 


(1) Il existe d’ailleurs une infinité-de transformations T répondant à la question; nous 
en préciserons bientôt une s’il y a lieu. On observera que Lopération il est une transfor- . 
mation birationnelle de F. 

(2) Cette application du théorème @’ Euler a déjà été faite par M. Ermakoff (doc. cit.) et 
antérieurement (selon cet auteur) par M. Korkine dans un Mémoire écrit en langue: 
russe. Ce sont précisément des équations de la forme (81) qui fournissent à M. Ermakoff 
la construction des différentielles qu'il avait en vue. 


Ann. Éc. Norm., (3), XLI. — NovemBRE 1924. À : A4 


‘ 
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par exemple, tourne autour de s=o et désignons par a,(x),..., 
a, (a) tous les points a; (x) qui, en même temps que a,, tournent 
autour de s=o0 et reprennent leurs positions primitives en même 
temps que (x, y). D'ailleurs, on peut exclure de ce groupe tous 
les a; d’exposants A; entiers (positifs) : il suffit, en effet, d'i ed 
PPS \ torrespondant à A, et B,. Enfin, silasommeA,+...+ Ay 
est elle-méme un entier, on pourra toujours particulariser la trans- 
formation T de manière que l’un des a; (j =1,---, v) coincide avec 
a ("). 

Cela étant, la disposition initiale du groupe hak ea, par rapport 
à L dépend de la position initiale de (a, y); si celle-ci est telle que 
les points traversent L dans le:sens direct et dans l’ordre a,, Gg, .).-, dy 
(par exemple), après le cheminement de (x, y} sur £, © (a) sera 
devenue : 


(82) ee. 0) + (1e) [| 6 dz + €,(1— &) f 0 ds + 
0 


+0 


: ay 
+a8 (te) f 0 dz (see) 
É 0 


Or on peut effectuer l’opération précédente en prenant comme position 
initiale de (x, y) un point quelconque de £ (tel, par exemple, que 
les a; traversent L dans l’ordre a,,.a,,4,..., @, 4,,..., a,_,); on 
trouvera en tout y expressions de la forme (82), et chaque fois le 
second membre de (81) se multipliera par le même facteur constant H. 
On obtiendra ainsi v équations (E). Or, quand x sur £ dépasse un 
point x tel que a, (x), par exemple, franchisse L en a,(x), @ (æ) 
reste continue en vertu de l'hypothèse faite sur les À;; deux relations E 
conséculives sont donc valables en un même point x, et ainsi de suite. 
Les premiers membres de ces relations seront linéaires par rapport aux 


. 4) 4 
v intégrales (1 -— eg) f 9 (zs, æ) dz, et les seconds membres seront 


.(*) Ce résultat peut être obtenu, du reste, avant même la réduction de (77), puisque 
cette réduction ne modifie la somme \y+...-+Ay que d'un entier. Les considérations 
suivantes s’étendent aisément au cas plus général où les a; se répartiraient en différents 
groupes, £1, -.., Fa, les points du groupe &p tournant autour de cp. 
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égaux à (H—1) O(x). Orle déterminant des équations (E) est égala(‘) 


I = Ey En 9 <2 4) ECS bs. Et 


E9E3...Ey I Es : TEEN E9Eg. . -Ey_4 
CAPR ee UE gies Sy. Sg a keyed Ts g++ + Ev_1 
By Eqn Sy Ca Seu calle ty 


= (Ee — 646063. . €, )”. 


D’après notre hypothèse sur les a,, A est sûrement différent de zéro. 
Mais alors il résulte aussitôt des équations (E) que chacune des inté- 
grales Î 9 (z, x) dz est proportionnelle à @ (x). Or, si l’on a par 


~ 


exemple baat 

. j — aj (x) ; ae 1 ) 

Py ua PO; s)di=K f O(2, x) dz, 
0 0 


en faisant tendre. aj (a) vers o, on en déduira que K est nul, et par 
suite que le premier membre est identiquement nul. On verrait de 


ajtæ) 
même que toutes les expressions Me 0 (z,æx)-dz doivent être 2-0 
ae: | : 


ë 


par suite, l'expression W 0°! à 0 (z, æ) ds, qui n’a pas de points 


logarithmiques, est uniforme sur le plan z; comme elle n’a pas de 
“points essentiels, elle est rationnelle en 2; dès lors, on peut sup-. 


poser W f° (3) dz incorporée a Ww 7 7 (n° 41), ce qui revient à la 


supposer identiquement nulle : on doit done admettre que tous les À; 


CIRE, ne à re sont des entiers (positifs). CORRE ADN 
N—M 


Maintenant, s'il en est ainsi, « on pourra incorporer À ù (3 — a; BS a 


=1 


(7) On obtient ent par récurrence la valeur de A: pour passer dev—r av, on 
développera A suivant les éléments de la première ligne; tous les mineurs seront nuls, à 


l'exception du premier qui est A (€2, &3,--., Ev—1; Ev S84) = (I= 81. .ey)¥"1 et du dernier, 
qui, pris avec son signe dans A, est égal eters 89. +, Ey -I) = — (I —&--. by) V1. 
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à A,'et B,'et écrire (pour N21) : 
$ N 


du,= W | | (s—cy)*i(As dx +B; di). ; 


j=1 , 


Mais nous avons vu qu’on peut supposer A, de degré N —1 au plus 
(pour N21); en vertu de (79) A, doit s’annuler pour s=<¢,,..., cy; 
il est donc identiquement nul; et ilen est de méme de B,, sinon le 
produit WB, devant être indépendant de x, l'hypothèse (H) ne pourrait 
être vérifiée. 

En définitive, il est donc établi que lee (77) est nécessaire- 
ment de l un des types suivants : 


1° sh mm hoe du = dt WAP (2, 2); 


ona . aad 
tee 
| £=[]te— ater, 
cSt . 
aucun des A; +1 n’étant un entier positif, et l’un au moins des A, n’étant 
‘pas entier; P est un polynome en s. 
ae | du =d[WZP(z, z)]+ Wa(x)dz; 


on à 


dune CR 


; a . ‘ 
Z=[[t —a;)™, 
r= <2, ? È 
tous les m, étant des entiers tue 


43. Réduction de l'expression du (conditions d uniformite). | 4 
Réunissant les deux formes précédentes et modifiant la NPA DES 
nous sommes ainsi ramenés au problème suivant : Soit un système © 


TE W Ze n+ [W be) des 
(83) | | 


¢ = W,ZP;(2,2) + [Wabi(æ) de, 


SUR LES FONCTIONS UNIFORMES DE DEUX VARIABLES INDEPENDANTES. 349 
où l’on a 


Log W,= ajw + [o;(w) dw Gerra 


N N 
Z=[]ts-a(e), L=[] 2-22); 
t=4 : 


LE 


‘les 9; sont des fonctions elliptiques (*), et Log W, ne se réduit pas à 
des sommes de logarithmes de fonctions elliptiques (‘ ) à résidus ration- 
nels; les k; (ou les 2;) sont des entiers négatifs pour b, (ou b,)<o; 
ies a;, b,, b, et les coefficients des polynomes en z, P, et P, sont des 
fonctions elliptiques (*) : on propose de déterminer tous les sys- 
temes (83) dont l'intégrale générale est uniforme en u et ¢. 

Nous allons montrertout d’abord qu’on doit avoirP, b,=oeP,b,=o0. 

En effet, supposons qu’on ait, par exemple, 6, 40, et qu'il existe 
un pôle (soit s = 0) de Z, qui soit effectivement d’ordre p pour Z, P,; 
posons 3 —ez,, u—Ee Pu,,v =«19,,¢ étant égal à p,, ou à o, suivant 
que z =o est un pôle d’ordre p, ou un point régulier pour Z, P,; puis 
‘effacons les indices de z,, u,,¢,. Pour g £0, le système (83) sera rem 
placé par | | 


u — Me(æ)rs +ezd;(x) +...] = [W, b,(æ) dx, 
(84) < | 


Le a(x)li+ezd(x)+...]—=e | W.b,(x) dx 


vy — 
2 24 


(¢,, Co, di, d,,... fonctions algébriques de x, y); et pourg =o (84 )2 
sera remplacé par (84), bis : 
(84). bis p—Wa(r)[d(x)+ed(x) +...]—0. \ 

Or développons la solution du système précédent suivant les puis- 
sances de €, soit | 

BE 2 ES +... T= LIFE +... (et w—=m+Em +...) 
Comme au n°9, on trouvera w,=A Log ufv?, ainsi que 3,; puis »; 


(1) C'est-à-dire rationnelles en p(wl|@, 0’) et p’ (w|Q, 0") (n° 40). 
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et z, seront donnés par un système linéaire à déterminant non nul ("). 
Pour ¢ inférieur à p (sig=o) ou à la plus petite, 7, des quantités P> q 
l’uniformité de 3, et x, entrainera celle de £;etæ,; pouri—p(our)un 
second membre au moins du système He en 3,, #, REA 


soit l'expression IA b, dw, soit l'expression [we dw (dans 


laquelle w serait remplacé par æ,). Supposons que ce soit la première 
et désignons p — 7 un pôle de o, (w) ou de yb, (exprimé en .æ); 
3, el x, contiendront un terme en 


[A Log(u7oTP) — AC ouen Log[ALog(u7v-r) 7] 


et, par suite, ne pourront être uniformes autour de u=o. 

I] faudra donc que W, yd, se réduise à e*™', auquel cas on pourra 
réunir le second membre de (84), au premier. Le même résultat 
s’appliquera ensuite à (84), si q est positif ou, si, g étant nul, Z,P, 
possède au moins un autre pôle z—a; (fini ou non), c’est-à-dire 
si Z, P, n’est pas indépendant de z. 

Nous aboutissons ainsi à la conclusion suivante : Pour que les 
fonctions x (u, 9), y (u, v), z(u, 9) définies par Uingersion d'un sys- 
téme (83) sotent uniformes, il est nécessaire et suffisant que ce système 
possède l'une G ') des formes suivantes : 


(85) u=W;Z,P,(:,; x), v= W;,Z:P;(3, ¢), 
(86) pes Wy LEN ain) okie = [Wabs(x) de. 
44. Formes des systèmes (S). — Occupons-nous d’abord du sys- 


tème (85). Pour simplifier l’écriture, nous poserons 


de Lo ZP,=[](s—a)% GEN); 


1-1 tpi 


quelques-uns fot a; pourront être algébriques en p(w |Q, 0’) et 


D(u, ¢) 


w,Z) 
w el z par Wo eb Zo, 


(2) Le cas où Z; P; et Zp Py ne contiendraient pas z ne peut être envisagé. 


(') Comme étant égal an déterminant dans lequel on aurait remplacé ¢ par o, 
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! a . | ' . ‘ ° 
(w|Q, Q), ce qui, d’ailleurs, n’a pas d’importance pour la suite. 
Appliquons alors les résultats du n° 9 au domaine du point a,; le’ 
système | 
JA { Vv , 
awt|pdw mn ~ ice bdw 
de; if la, ge J Leu 
zl 5 i=1 
ne pourra avoir sa solution uniforme que à l’on à 
(87) n fede n feder® (Ki Aa Nh eet vil i (Ci=const.). 
| Ai) 
Supposons d’abord que © et | ne soient pas identiquement nuls; écri- 
vons alors les équations (83 ) pour deux valeurs quelconques @’, 7” de 
l’indice; © et Ÿ ne pouvant se réduire à des combinaisons loga-. 


rithmiques, ces deux équations ne sont pas distinctes. On a done 
kh; hy—hy ky = 0; ceci ayant lieu quels que. soient 7 u,v”, on tire de (87) 


hf eds — Ki [hd =C ;; on peut alors poser 
¢ =y3, = oo Fa À hix yee k= dx; (y, GRR const. ): 
le système (85) est donc de la forme 


Le 
caw+ y] Sw)dw :  Bw+d] S(w)dw 
(88) ue J LY, ! ee i ge, 


avec 


2= Eur die ad —By=D fo. 


(ee | 


On tire de (88) : | | 
Prev re 2=p(5 Log (wey) | vw Log (ur) | 
| le | 

æety ne seront done uniformes que si — 


_dep(wlo,w') — 
Je dis maintenant que 2 (u, +) Pre étre uniforme que si l'équation . 
_ Z(z,w) =t(où w est regardé comme une constante) donne pour 3 une 


at pans 


et sont des périodes 
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fonction uni forme de t. En. effet, en même temps que le système 
34 ve 
r= pw, > ew — yep, Z od = y-P'ye 


(8 =8’D, «=.«'D), tous les systèmes qu’on déduit de celui-ci en 
multipliant &#v-T par une constante arbitraire À devront aussi avoir 

: - | ; à OZ 
leurs solutions uniformes en wu et ¢. Or, soit z = C(w) un zéro de ae 
(qui n’annule pas Z); dans le voisinage de € on aura 


S(w) dw 


Ze =gn(r)+g(æ)(z— 6) +... [é22; gi(æ) o]. 


Déterminons w, par l'équation Zo (#0) =U," 0%, uy et v, étant arbi- 
traires, mais tels que g, (#,)  o et calculons 2 par la relation 


em — huè vst; 


puis effectuons la transformation 


u|uo(1-+ ew), v| (1+ ee), w | wo(1 + ei), z|6(%0) +ez; 
à la limite, notre système deviendra om 
__ du— ye 


w= Do L1(W0) 2 = Low) (— Bu + ae) — gi) (>) w. 

. S 
Quel que soit g,(#,), comme on a ad — By ~ 0, le second membre de 
la derniére relation ne pourra jamais s’annuler identiquement, et, 
pourz >1, 2 sera une fonction multiforme de wu et ¢. 


> . re Te N 4i 
Ainsi done l’équation > 


= 


> PEUT SE A : 
Z2—a; \(s—a)...(2—a@) 


Changeons z en 2~'; en vertu du résultat précédent, on devra avoir: 
v =10u y = 2. Le second cas se ramène d’ailleurs au premier par une 
_ Substitution linéaire sur z (car x, + x, = 0); et, en définitive, le sys- 
téme (85) sera de la forme 


Soa ; Nm) x 
7 =ona pas de racine finie ('), et l’on. 
aura | 


Sw) d 
(89) un ef: (w) RU p= cpv+bfstide à. | 


(1) On serait parvenu au même résultat en appliquant le théorème II. 
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on en tire 
tete a »f St) aw. 


Quand u (ou ¢) tourne autour de o, [5 w) dw augmente de 2m (ou 


de 20’); — 2x78 — 2m et 27a — 20’ devront donc être des multiples 
de 277D, et ces conditions sont évidemment suffisantes pour l’unifor- 
mité de z (*). | 2. 
Supposons maintenant que ® soit nul; d’ après (87) | devra être vat 
à moins que tous les A; ne soient nuls (ce qui nous ramènerait au cas 
précédent avec y = 0). Or, posons 4, — a; = = b;, d’où a; — a; = b; —b;. 
Les équations (87) écrites pour : = 2, ..., vsont distinctes par capper 
aux inconnues : car le déterminant fonctionnel des premiers membres 
par appart aux b; contient dans sa dagonile le terme irréductible 


ED [avec (if) = hy kj— hy ki), 
et si quelques-uns des (zr) étaient nuls, (21) par exemple, on envisa- 
| ue (41). su 
—b,)%b,. 
donc (7) des équations (87) que les 4; ae des pie et moyen- 
“nant le changement de s — a, en z, on peut supposer qu’il en est de 
Le système (85) est done de la forme 


gerait le terme également irréductible Il résulte 


u —ewZ;, petal ay 25 


n=[[G-o, 22] 0) 


11 = 2 


avec 


les c; étant rite Éliminons w; il viendra u-*9* = 7. 8Z*; comme 
tout à l’heure (*), on montrera que le second membre neat étre réduit 


(1) D'ailleurs, aux notations près, le système (89) est identique au système I’ étudié 
au n° 9, et il peut être simplifié comme ce dernier système. 

(2) On écarte le cas où tous les (77) seraient nuls : on serait alors ramené au système (89). 
(8) Comme le second membre ne contient pas w, le résultat sera une conséquence 
immédiate du: théorème de Briot et Bouquet (voir la note du n° 10, p. 282). 


Ann. Ee: Norm., (3), XLI. — DÉCEMBRE 1924, : 45 
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à 2, d’où il résulte que le système (85) s’écrira : 


(90) ue Lee, o = ebwZ8 3 Ô 
avec 


Z=]](:—c) et ad — Sy Ao. 


j=} 


En se servant des notations (7) on pourra écrire : 


z=u Po, ev =u? 9-1 7-1, 


Pour que sa solution soit uniforme, ’ et 8’ devront être entiers ; suppo- 
sons-les positifs, par exemple; comme on peut toujours admettre 
qu'aucun des c; n’est nul, l’uniformité de æ et de y exigera que 277y’, 
ante! et 27x, soient des périodes de p(U|w, w’). ~ 

Il nous reste a envisager le système (86). Dans ce cas, a et y ne 
dépendent que de 9; on a nécessairement (') » =e", et l’on voit 
aussitôt que les systèmes (86) à intégrales uniformes rentrent comme 
cas particuliers de (89) (avec à = 0): 


45. L'hypothèse (H) n'est vérifiée que par du. Retour au probléme(A,). — 
Examinons maintenant le cas où l'hypothèse (H) du n° 40 n’est vérifiée 
que par du; ainsi du conservera sa forme (75), mais-de s’écrira : 

"y N 
(g1) | dv = a" (x) | [[s—a,(x)]si(Ada + Bds), 


j= 
k étant rationnel et a (x) étant une fonction rationnelle de p (w|Q, Q’) 


et p’(w|Q, Q') (n° 40). Comme au n° 9, effectuons la transformation 
3—a;(x)|ez, suivie de u|e"*'u et de o|<e. Le système limite 


a= W, 2/5 +! C(x), y= 54;+1D(x) 


est alors du type I’ du n° 9; il ne peut être identifié à J” que si l’on 
prend 6 = o (avec les notations du n° 9); d’après la forme actuelle de ¢ 
l'expression désignée au n° 9 par Y est une fonction elliptique; a (n° 9) 
RE AR EP ER ST RER ER ARE En du 5 | 


(1) Le cas » = w du problème (B;) ne peut se présenter actuellement en raison de 
l'hypothèse (H). 
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est done nul, et l'on se trouve ainsi dans le cas particulier signalé à la 


fin du n°9: ainsi donc 4; et k sont des nombres rationnels et l’on pourra 
poser 


(92) at (a) | [ls — a (Ce) = Ri(, », 3), 


p et q étant entiers (et premiers entre eux), et R étant rationnelle. Or 
il est toujours possible (') d'effectuer une transformation 


: 
R5+ y = Y, 

P 

telle que y, et par suite R’ soient rationnels enx, Y, z; soit y =r (a, 8). 

Mais la transformation 


ZX, “y=r(X,Y,Z), 22. 


change le cylindre (76) en une surface ¥(X, Y, Z), et le système (s)(2) 
en un système de la sornty 


(93) = Pre dv = A(X, Y,Z)dX + W(X, Yj Z) al, 


cl, et vb étant rationnelles en X, Y, Zet w, », @ étant de formes analogues 
a W,, Z,, P,; d’autre part, on trouve d’après (85),, (gt), (92) : 
RTE LE dE 


LES =e =e 7G(a, V4), 


G étant rationnelle en x, y, 3; 35 Ri (ei par suite, Y.) doit donc étre uni- 
forme en u et v; ainsi le système (93) aura son intégrale générale 

uniforme en u ety, et, par suite, en ¢ et en U= ree! Mais le nouveau 
système s'écrit : 


dU = ©(X, Y, Z)dX + @(X, Y, Z)d1. 


| _[É(X, Y, Z) =o], 
(94) de = &(X, Y, Z)dX + W(X; Y, Z) dZ La S 


£ et @ étant pe tonmelles en X, Y, Z; et le systeme (94) est un systeme 


els Si À est choisi eut on RES immédiatement y de l'équation (76) jointe 
à (Y—Ay)7=R?. | 

‘ (2) Comme au n° 43, on verra sans peine que si w est de la forme (83), l’uniformité 
- de (x, y, 2) entraîne b, = 0 (ou Pi — 0, ce qui conduit à un second système qui n'est. 
qu'un cas particulier ye précédent). 


NL: 
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(A,) (n° 2) attaché à la surface #; pour que son intégrale générale soit 


uniforme, il doit rentrer dans l’une des catégories résultant ME 
recherches de M. Painlevé. 


46. Énoncé de la solution ne du problème (A,). — Cette solution — 


a été donnée sous forme explicite par M. Painlevé lorsque l'intégrale 
générale de(A,) — ou de(94) — renferme algébriquement ses constantes 
d'intégration : § doit être alors une surface PRES de Picard, 
un cylindre elliptique ou un plan. 


Premier cas. — Les seconds membres de (94) doivent coincider 


avec deux différentielles de Picard de première espèce indépendantes 


attachées à ¥; X, Y, Z sont des fonctions hyperelliptiques deUete. 
Deuxième cas. —-L'équation de ayant étéramenéeà | 
(95) cote, AXE GX — Gs, | 


une Fes linéaire (qui remplace Ueto par u, et %,) donne au 
système (94) l’une des formes : ee 


on. 8, eee, 
au oa a: ee one v; je (e=00u 1), 
OL re op AU | 
| due T +o | TAPE + ae T° do, = & . .(€=0 ou 4), 
 pa=p(a; Gr, G3); Ca =C(a; Ge, Gs). 

‘Troisième cas. — L’équation de g ayant été ramenée à Z=0, le sys- 
tème (94) peut étre réduit Ape une substitution linéaire) a une oe 
4 (AE Ce =. ss : < - F ; 2 sees t 
| du = ax, du = _x du = dX, 

Ce CR d - # 
QU == a M Pie à y Ys 


= Lorsque, de quelque manière qu’on les choisisse, l'intégrale générale 
de-(94)-ne peut être une fonction-algébrique des deux constantes 
d'intégration, l'intégrale doit étre une fonction semi-transcendante des 
constantes; en d’autres termes, on doit pouvoir choisir les constantes 
de‘manière que l'une d’elles figure algébriquement. Dans ce cas, 


M. Painlevé, se plaçant dans l'hypothèse plus générale où l'intégrale 


‘ . 
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possède un nombre fini de branches, a obtenu six types distincts pour 
les systèmes (A,). De ses résultats il nous sera facile de dégager les 
formes de $ et de (A,) — ou de (94) — Lens i RAGE est uni- 
forme ('). 


. Premier cas. — On a pour (A,) : 
HAS LS SH(xyax! We eux 
H (x) étant brique en X;. oe devant étre uniforme, H (64) est uni- 


forme; H(X) est donc le en X et la surface $ se réduit au 
plan Y = o. On peut écrire (?) 


MONTE Vio) Z = er) [ e(¢%,) fonction rationnelle]. 


2 


Deuxième cas : 
di 
CHAN = ©, 


H (X) étant algébrique en X (et uniforme en ¢,); il existe donc une 
relation 9(H, e*) —o où 9 est rationnelle en H et ene” qui donne 
pour H(¢,) une fonction uniforme. H est alors une fonction rationnelle 


"V4 


de e” (n entier); moyennant une substitution y, = ng, et une trans- 
formation rationnelle sur X on peut supposer que H (X) est rationnelle. 
$ se réduit encore au plan Y —oet l’on a 

Mere Y= 0, DÉS 


Troisième cas : 
Z : ; aX 


d 
(96) du, = 7 + H(X, ¥) 4X, dna S 
[X et Y liés par (95)]. La Plichion He eae en X et amore 
en Pi est une fonction: rationnelle de 


ee XK pty ce By Vs pr (QO mets 
; : - ‘ 1e ; NS = -- - = - A . : = : 


4 ) La réduction à he forme canonique n 'exige ae "une transformation birationnelle sur 4 


et une substitution linéaire sur w et». _ 
-(2) Voir la note précédente. 
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avec Q=aw + bw’, OD’ =cw+dw’; a, b, c,d entiers et 2w, 20’, 
périodes primitives de ¢,. Or, si l’on effectue sur la transformation 


rationnelle %; ATP 
X=r(X), 2: VYSVr'(X), 


le système (94) conservera sa forme actuelle (96) (avec de nouvelles 
valeurs pour G, et G,) et H sera rationnelle en X et Ÿ: Moyennant cette 
transformation préalable nous pourrons done supposer que déjà, 
dans (96), H(X, Y) est rationnelle en X, Y. $ se réduit au cylindre 
elliptique (95) et l’on peut prendre LÉ ae 
a(v,;—a) 


X= pri Y= pi ZL = ert pied hie, ge 
1 


1¢(¢,), fonction rationnelle de X et Y]. 
Quatriéme cas: 
; dx CS in 
du = + + H(Z)42, dv; = dZ. 


Cinquième cas : | 
- dx 


du= +H (L) dz, doy= os 


Dans ces deux cas, X et Y sont liés par (95), on voit comme plus haut 
que la fonction algébrique (') H(Z) doit être rationnelle en Z; et ¥ se 
réduit encore au cylindre elliptique (95) (?). On peut prendre 


X= p[4itp(V)+ 2h; Log(V — «;)], 
Y=p’[a,+ o(V) + 2h; Log(V — «;)], 
FN 4 
 (V= ¢; ou e*; p, fonction rationnelle). 


Sixième cas : 


due D Ait, Ky aerate, 
Ë , an 


EE 


(!) Dans le quatrième cas H(Z), et dans le cinquième ZH(Z), peuvent être supposés 
non constants; autrement on retomberait sur un système antérieur, 

(2) On peut aussi considérer les systèmes comme attachés à une surface elliptique ; 
si l'on revient aux notations de la deuxième partie, on remplacera 4X : Y par aU, Z 
par (S,T)Cf. Comptes rendus, t. 179, 1924, p. 740. 
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avec 


(97) pal 61 = 4B Bab — 85, : te AO L Yas 


. comme au troisième cas, moyennant une eases hg prealeble, on 


peut toujours supposer que H(£, €,) est rationnelle en Z, %, (et que de 


plus H ne se réduit pas à «:(,). Les coefficients de (94) sont alors 


rationnels en X, Y, Z, la surface $(X, Y, Z) =o étant une surface 
hyperelliptique (elliptique) dont les points correspondent biration- 


_ nellement aux couples de points des courbes (97). X, Y, Z sont donc 


rationnels en ; : 
plus foliar 82 |, p' [et fete) aes 82 a 

P(P13 Yes Ya), P' (15 Ya a) 

lo (v,) puekion rationnelle de Pe et p’¢,|. | 


47. Démondtrition d'un lemme. — Appliquons ces résultats à notre 
problème actuel, et pour cela, démontrons d’abord le lemme suivant 
qui nous servira fréquemment dans cette discussion : 


LEMME. — Pour qu'une expression: 
Pix,y) dx dz 
(98) rene da? + fe, 


[P rationnelle en (x, y)et Q rationnelle en z] attachée au cylindre (76) 
et dépendant à la fois de x et de z puisse se mettre sous la forme 


Nate (A dx + B dz) 


(R, S, A, B rationnelles en 2, Y 3) il faut et suffit que le coefficient 


de dx dans (98) soit rationnel en (x, y) et celui de dz, rationnel en z. 


La condition est évidemment suffisante; montrons qu'elle est 
a 


_nécessaire. Or A :B devant étre égal au quotient d’une fonction de x 


(nécessairement rationnelle (' yen 2, y) par une fonction de z (néces- 
sairement rationnelle) on aura 
A TONER À LE 


ET 


(1) Pour le voir, il suffit de faire s = const. dans À : B. 
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X étant une fonction rationnelle de 7} Z étant rationnelle en’ Zz, 
et C en x, y, 3. Il en. résulte 


du = fre ey dx + X di), 


CEA 


AE qui ne pon être de la forme (98) que si À on à 


Ry K+X'=0=8, L +2. 


Mais on Bot supposer XZ ee 0; on pourra done écrire : 
due xtra *(Ldx + X ds). Ce Q. F. D. 


48. L'intégrale est une Fr algébrique des constantes : premier et 
second cas. — Cela étant, supposons d'abord que l'intégrale dépende 
algébriquement des constantes arbitraires et que la transformée $ de F 
soit hyperelliptique (premier cas du n° 46); dans (94) dU, devant 
coincider avec une différentielle totale de première espèce pour #, ne 
peut contenir aucune différentielle logarithmique; et, en se reportant 
à (93),, on en déduit aussitôt dU = ads : dès lors la surface $ possède 
deux faisceaux de courbes elliptiques. Faisons alors u = const. GAs ou 
a ee const. =X); dv se réduira à 


= = “II (3 — RES ¥, 3) az; 

j= | 
de plus, dans (94), ws (X, Y, Z) dZ doit être une différentielle abélienne 
de première espèce pour une composante irréductible y de la courbe 
¥(X, Y, Z) =o (de module constant). Par suite (*), le nombre N des — 
facteurs de I ne peut étre que 3 ou 4; s'il est égal a 4, on aura : 


(99) [este (5 — @)(2< &)(5—@) (5 a) à 


moyennant une substitution linéaire sur 3 (*) on pourra supposer 
que 4a,, 4, a; sont constants et, comme y-est de module constant, a, 
— ‘ 7 - 


@) Les résultats suivants supposent qui ‘ona effectué au préalable sur z une substitution 
linéaire à coefficients constants. 
(2) C’est-a-dire une transformation birationnelle sur F. 


TI 


ra 
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sera constant. Si N est égal à 3, o sera donnée par l’une des formules 
~[9(4) P= (2— a,)?(s — a)? (z — a,)?, 


(100) [¢(4) $= (4 — %)?(« — a)°(3 — as), 


[9(2)]°= (s—a)*(z — a;)*(s — 43), 


a,, 4, 4, pouvant être supposés constants. Dans tous les cas, puisque 


dv est une différentielle de première espèce pour #, on aura 


dz 


Mares dw + —— eta) 


_ mais @(z) n’est pas rationnelle; d’après notre lemme, l'expression 


précédente n’est admissible pour notre problème que si l’on af —0o 


et le système différentiel s’écrit alors 


AE RATES 
(101) abet, eas az. 
wee VE 
Second cas. — Supposons maintenant que # ne soit pas hyperellip- 


tique ; #, devant être la transformée rationnelle du cylindre (76), ne 
peut être une surface rationnelle : $ est donc birationnellement iden- 


tique au cylindre (95). Les génératrices de (76) et (95) se correspon- 


dant nécessairement, on passe de la premiers surface à ala ue par 
des formules telles que : 


(rom NX) v=Nr" (x), AUX aw A 
d’où | | aw= ©, 


r et p étant rationnelles. Nous nous bornerons d’ailleurs à la première 
des deux formes données pour le cas actuel au n° 46: aussi bien, la 
seconde forme rentre comme cas particulier d’une forme envisagée 
plus loin (n° 49). Nous aurons ainsi : | 
d Logu =dLog(W,Z,P;) 

aX 


Sa v(d2+e 


es 
vi 
ies : 
EVES one 


a 


(e — 0 ou 1). 


+ X 4 a(aa+ ex) 


Ann. Ec. Worm, (3), XLI. — Décempre 1924. 46 


x 
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Or zest rationnel en Z; on a donc y = 6, d'où Z,P, ==r.etWNieet 


(avec à £ 0). Faisons alors æ = qe (d’où X = cogst.) dans as 


il viendra 


“fTe 007$ 


j=! 


Mais si cette équation admet une intégrale rationnelle s = p (X, Y,2 2), 


une substitution linéaire effectuée au “préalable sur z permet de rame- 
ner cette intégrale à la forme z = Z”, en sorfe que l’on a 


à 1 


re (Fes 
a] (c—a;)5B(x,r,3)=0d'z ” 


EX 


et, en portant dans (105),, on en déduira : 


; | 
z"A,(x, y, 2) dx —8 ae + 6d XaXx (A, fraction rationnelle). 


Or une telle égalité exige que ZA,[r(X), Yr'(X), Z”| soit indépendant 
de Z; on a donc soit A, =o, B =o=¢, soit m=1. Mais, puisque 
y ‘dx = Y~'dX, cette dernière hypothèse exige que X soit rationnel 


en æ et y : on peut donc prendre x = X, y = Y, s == Z, et en définitive 
le système (8) est de l’une des deux formes (') 


oie a Fae ; Lure pe 
(104) Pre tee wae, ye Ae =e ee Rs 
dx ; a een: 
(105) | Le ee fi Ee PRE 


“ 


49. L'intégrale est une fonction semi-transcendante des constantes : 


troisième cas. — Supposons maintenant que l’intégrale générale de (94) | 
ne puisse dépendre algébriquement des deux constantes; la surface 7 ne 


pouvant être rationnelle, les deux premiers cas du n° 46 sont inadmis- 


sibles ; envisageons alors le troisième cas. 
On aura encore des relations de la forme (102) et, de plus, on 


—_————— D 


(1) Voir la note(1) du n°9, p. 267. La mémé remarque s'applique aux systèmes suivants, 
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pourra écrire : 


d= dLog(Wi2:P)) = ado +y| F oes v)ax | 
(106) à dl 
do de =ak | Je — 4,5 (A dx + B ds): = Baw +a & ; 


#1 


+ H(X, Y)ax |. 


pst 


Si l’on fait dans (106), x = const. (d’où X = const. Dis on en déduira 


(pour 640) 
TT 5 —a;)" “BS =. 


s doit être une fonction rationale de 2: ‘ainsi, moyennant une 
un linéaire préalable sur z on pourra supposer que ; 


da-*I (s —a,)-4) Bo! 
se réduit à l’une des deux expressions 
mz ou mVz—1 


3 4 72m 3. 5 ~ : 
(m, entier), ce qui donnera = =Z™ ou z= —>,-+ Comme æ ne 


ucpeos que de X, l'équation 
she) Mate oes dx 


\ 


entraine Ao, H==0,8 = ES de même l'équation 


oA, 
Ta =p + 0H0x; 5 dX 
exige soit Ao, H=0, 6 —o, soit 


W(X, Y)dX=h(2, y) dz, 


A étant rationnelle en x, y. De plus, on devra écrire selon le cas 


CAS ie OL y ds ; a : 
wade ou AU = ad ( 4 + hd), 


et, ; d'après notre lemme, » le première re hypothèse entraine B—0; V5 P=. 
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Moyennant un changement d’écriture nous aboutissons ainsi aux sys- 


tèmes | 3 F 
(ino) = NT, dy = ) 

Zs : 
(LOS) HERBE ere p =Bw + dt, T—=Logz + [ce y) dx. 


On a supposé D o. Pour à — 0, on aurait de = Bdw et examen 
de (106), (où l’on fait 2 = const.) montre que z= Z”’; on retombe 
ainsi sur un cas particulier du système (108). 


50. Quatrième cas. — En plus des relations du type (102), nous 
pouvons écrire les suivantes : 
dU = d Log(W,Z,P,)=a[dw + H(Z)dZ1 + ydZ, 
N 
de =a |] (2 —2;)"(A de + B ds) = B[dw + ARE 
yet 


( 109) : 
ne 


On en déduit 
— BLogu +ap— (ad — By)Z; 

. 8, fonction rationnelle de Z, ne peut donc être uniforme en wu que si 
l'on a 8 =o. Faisons alors dans (109), æ = const. ; l’équation obtenue 
doit pouvoir être résolue par une fonction rationnelle z = 9 (X, Y,Z); 
moyennant une substitution linéaire sur 3 on peut done supposer que 
3 = 2". D'autre part, si l’on fait ¢ = const. (d’où s = const.), on voit 
que u devra se réduire à e*” X const. ; -on peut donc écrire 


(110) LT pee aj)"i, eC dz 
j=1 


(m, entier; a,, const.), système qui comprend (104) comme cas 
particulier. | 


51. Cinquième cas. — On a alors, avec (102) (!) : 


d Logu=dLog( W,Z,P,) =aldw +H(Z) dz] +7F, 
(111) à 


= TL — ay)*i( 


re 


(1) On a substitué la notation a à a pour éviter toute confusion plus loin. 
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Faisons dans (111), # = const. (ou X = const.) ; l'équation 

: N 

at (ec) BS = su +? 

TA 
devant être satisfaite par une fonction rationnelle z = 9(X,, Y), Z), la 
courbe 3, = i } (z—a;)'i est rationnelle; moyennant une substitution 
J= 1 


Res sur = le second membre de cette relation peut donc étre ramené 


à 31 (p et q étant deux entiers premiers entre eux); et, si l’on pose 
3 = C7, CP et, par suite, C sont rationnels en Z. Cela étant, on déduit 


de(rrr): 


M ele ne. ei np lil rat. 
AE ÉD Pi me ee 


j=1 


et, si l’on fait s = Cf, Z — ef, l'équation précédente devient 


R (©) étant rationnelle. Elle doit être vérifiée par une fonction uniforme 
de ¢ (rationnelle en Z); donc, Ron une substitution linéaire 
_sur£, on a € — 7" (m, entier), c’est-a- pine 


Of aL EEE 
CURE (ee) 
Nous allons montrer que ¢ est égal à 1 ou 2. 

En 2 on déduit de (1 19) 
FER om dire I ad — bc à 
| RTS EE ee \ 
; ; Le Gi be cle cart à) 

d’après (112) on aura donc — 


pat _(1540)(a_024) [ei al 


es b, c, d, fonctions elliptiques de w). 


Let M étant rationnelles en s. Supposons d’abord g #1; en écrivant 
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qu'il y a dans l’identité précédente en z'des termes semblables qui se 
réduisent, on obtient soit g = 2 (et p —1}), soit g = 3 (etp —1ou2); 
mais, en passant à l'identification des coefficients, on trouve que le 
second cas est impossible. Reste g = 2. Or, exprimons que les coeffi- 
cients de dx dans (111), sont égaux de part et d’autre; nous obtiendrons 


yoy 2Bys LVS AT LRO TS ja IE 1 ' FE B. 
ak \/z A+ —— 7 [ab'— ba'+ (a'd—ad'+ be cb’) V/s + (ca'—dc')z = 53 


il viendra done 
. B, = B, 


ar À 


GRR SE RE LE See 
5 2(B,: + B,) B,z +B; 


les nouveaux coefficients nè dépendant que de x. Or, «il’expression 


= = dz 
BR, Vz dx +B, — 
Vz 


B,z AT B; 


est une.différentielle exacte, elle se réduit a dk Log =e) a (1) "en 

z+a(x 
multipliant z par une EURE rationnelle de (x, y) on peut supposer 
a(æ)=1; ; on aura 8 — 0; a" et les a; seront indépendants de æ, ce 
qui donnera : 


N 


Vz +1 Vs(z—1) | 


j=1 


Supposons maintenant g—1, d'où, moyennant une substitution 
linéaire sur 3, 3 = Z”. Dans l'expression de 4, les a; et les coefficients 
de P, devront être indépendants de æ; de plus, (111), se réduira 
à A(x, y) dx + B(s) ds. D'après le lemme du n° 47 on aura donc : 


dy = pe + R(s) dz. 


(1) Ou à d| a(x) Vz |; mais cette forme ramènerail à (110), 


NA 
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~ Or actuellement (n° 45) on doit supposer ao, ce qui donne: 


fp N : 
‘ — ay m1 kj LC 
ee Ec aL 

ts 4 + JA 


dott 


et l’on pourra ainsi écrire : 
| N N : 
(115) u = ew] [(s—c,)%, Ve | « + ky Log( ey | tes 
Petes! =i LR 
52. Sixième cas. — On doit avoir : 


| | dU — dLog(W,Z;P;) = 4% sb SE 4 + HG 41) a | 
N 


| dy rte Re = +25 +H cae]. 


- 74 


(116) 


Si la surface # est de modules quelconques, elle ne possède que 


deux faisceaux elliptiques ; et aux génératrices du cylindre (76) corres- 


pondent les courbes de l’un de ces faisceaux ; on a donc nécessairement 


dt _ a 
= > où dw 
he 7 | 
Mode F : x et y sont des fonctions rationnelles de ¢ et €, (à 
Gy 


coefficients numériques); on ade plus 640: sinon, on en déduirait 


Bo, et à cause de la présence de = il serait impossible de satisfaire 


et 


à (116),. Cela étant, faisons x = const. (d’où & = const.) dans (116), ; 
il viendra | 


fT s—a,)4iBdz = 6 
équation de la forme 
NS \ az dé 
(117) AE EN 
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avec 


(118) z®—= (3; x, y) (m entier; ®, rationnelle en z). 


Or (117) doit être vérifiée par une fonction rationnelle s(&, £,) et, s'il 
en est ainsi, z, sera rationnelle en (&, £,) : la courbe (97), est donc 


æ 


une transformée rationnelle de (118), et d’après (117) rs est une 


différentielle de première espèce attachée à (118); par suite, une subs- 
titution linéaire sur z ramène (118) à la forme z,=9 (2), 9(2) étant 
de l’un des types (99) ou (100). Mais alors, d’après le lemme du n° 47, 

on a 


A=o, t+ dH =o, 
1 


a 
et ce dernier résultat est incompatible avec l’hypothèse quenaus avons 
faite sur H à 46, ad fin. ). 

2 dw = 2: dans (116), faisons æ = const. (d’où § = const.); il 


& 


viendra 


[Pepin E ik +dH(f, es) | a, 


j=1 


équation qui peut encore s écrire, moyennant la notation (118) : 


(119) Sa[L+ ane, es) |. 
1 * 


a 
Or (119) doit être satisfaite si l’on prend z=r(C, (), r étant une 
fonction rationnelle de €, ¢, (a coefficients fonctions de & et ë,); par 
suite, (118) est actuellement de genre 1 au plus; supposons d’abord que 


cette courbe soit rationnelle. 
N 


Moyennantune substitution linéaire sur z, Il (3 — ai) doit alors se 
j=1 
réduire à i (p et q entiers premiers entre eux) et l’on déduit de (116) 
la combinaison 


P . 2 ; 
(120) Fouine ooo Sel +e) po ne Rome a 
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ry 1 / 4 #: ! 
Or, d’après (97), on peut poser C= p(r;y,, ya); G =p! (t3 Yi, V2): 


4 
de plus A pe) devra être rationnelle en € et ¢,, c’est-à-dire ellip- 
tique en £ : mais ceci est absurde, car on déduit de (120) 


(121) NB are nee ay, f 


R étant rationnelle en TE 


On doit donc supposer que la courbe (118) est de genre 1, et, 


d'ailleurs, de module constant; après une substitution linéaire sur az, 
N 


1 v il x 
l'expression 3, =| | (z—a;)" se ramènera donc à l’une des 


J=1 in . 
formes ¢(z) données par (99) ou (100). On pourra donc expri- 
mer 3 et z, comme fonctions elliptiques d’un paramètre + [à coef- 


ficients indépendants de (x,v)]; et, en procédant comme tout à 


l'heure on déduira de (116) une combinaison 


d | 
Ces, ¥) 4, ad By 


analogue à (121), et qui ne pourra donner pour z une fonction ration- 


nelle de CetC, que si elle coincide avec = C, C étant nécessairement 
une constante absolue (qu’on peut supposer égale à 1). Mais alors z est 
une fonction rationnelle des seuls arguments € et {,, et nous savons 
déjàque (a, vy) ne dépendque de (£,6,); sidans (116), on fait ¢ = const., 

on en déduit que les coefficients de dx et dz ne doivent contenir 
respectivement que x et z : d’après le lemme du n° 47, on aura donc 
A—=o, 6=0, et, en procédant de même sur (116),, on montrera que 
les a; sont constants, en sorte que le système différentiel se réduit à 


3, N 


(122) | - ae] ] (ee, 4, apis a ‘ 


TE 


Pour être complet, il nous faut encore traiter le cas où # possede 
des faisceaux elliptiques oe 


. 3 : . a d ~ | ; 
(123): at +o Ths (ab Zo). 
| ; | 
sn Perle (2), XLÉ = che 1924. 49 
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A un facteur constant près (que nous nbgleerane) dw sera donc égal 
au premier membre de (123). Faisons alors æ— const. dans (116, 


nous aurons : 


oh [LC NB OR ane Craie ee ti) at 


J=1 
On procédera sur int) comme sur (119), et l’on montrera que 3, est 
définie par une relation (118) de genre 1 et que, moyennant une 
substitution linéaire sur 3, z est une fonction rationnelle de Cet &, 
(à coefficients numériques). Dès lors, si dans (116), on fait {= const., 


on en déduira 
N 


2 : avs 
‘TLe- VE: RS 
a (z—a;) Ada: a 


joi 


ce qui entraine encore A==o — 0, etle raisonnement 5 ’achèvera comme 
plus haut : on ne trouvera donc pas de forme nouvelle. 


53. L'hypothèse (H) n'est vérifiée ni par du ni par dv. — Nous allons — 


terminer la discussion en supposant maintenant que du et de ne 
vérifient plus l'hypothèse (H) du n° 40; le procédé du'n° 45 s’applique 
encore,et moyennant une transformation rationnelle 

Ma) er AL VA) ir PCR oye CRISE) 


qui change (76) en # (X,Y, Z)=o, le système (S) peut être HAE 
- formé en un système (à intégrale générale uniforme) : 
(126) du = + dX + 15 dY, dv = € dx + ® dy, 


-L, vb, ©, ® étant rationnels en X, Y, Z. Bornons-nous à de rapides indi- 
cations sur la discussion. 


1. L'intégrale est une fonction algébrique des deux constantes a inte 


- gration, Premier cas : La surface $ est hyperelliptique. -- La transfor- 


mation (125) change y” dx en une différentielle de première espèce 
attachée à ¥ et n'ayant que deux périodes. Supposons que dz figure 
dans du, par exemple, et faisons-y æ= const. ; du se réduira à une 


: expression de la forme a" II(s—a;)*i Bdz qui devra coincider avec une 


différentielle de première espèce =,‘ dz attachée à l’une des courbes (99) 


PARENTS, 
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ou (100). D'après notre lemme, on Po de Jà que du se réduit 
à = on aura alors do=adw +8, et l’application du lemme 
montre que (s) est de la forme 


(127) Hs UF ee CLS 
p(s) Y | 
Deuxième cas : La surface $ est un cylindre elliptique. — Supposons 


que dz figure dans dy; comme au n° 48, l'examen de dy donnera 3 —Z"; 
pour m? 1, on trouvera (en tenant toujours compte de la note (') de 
la page 267 ) : 
h te 
(128) AU es Heat 1) 5 dz; 
y 

pour m* =1, on aura 

Gtk == (ie orf ns Oy, PRIT SA ER 


(129) Fe J 
(e=0 ou 1; ad —By<o). À 


Il. L'intégrale est une fonction semi- transcendante des constantes 
d'intégration. 


Troisième cas. — Une substitution linéaire sur s ramène (s) à l’une 
des deux formes 


(130) u=aw+yt, v=Pwsde, - s=Logs+ f(x, y)de (ad— By 0), 


dz 
(131) u=aw, dv = ———-- 
LE V3? = 
Quatrième cas. — On doit avoir : 
a ¥ | 
du= aT (3 — a; SE B dz) — = Rarer} [« H(Z) D+), 
(132) i 


dv = TI oe (C da + Dds) = =ydw+[yH(Z)+ saz. 


iat 


Comme précédemment ; n° ot), on voit: ne les Si TBCE 


2: “THe ~ ae a 1 LG — 4) 
ep! =" 
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sont rationnelles ; on peut donc écrire 


(p et g, premiers entre eux; ret s premiers entre eux; @, Bao © 
ey 45e à RS NAS 
fonctions elliptiques de #). D'ailleurs, si l’on pose z=#?, d’aprés(132),, 


É 
alî+b\ 
ct1+d 


et 2 seront rationnels-en Z, ce qui exige soit b=o=c(oua=o=d), 
soit g=1.(ous=1), soit g = 2 —s(abcd =0 et p=1=r). Dans le 
premier cas, On aura : | 


#,u et, par suite, ¢ sont rationnels en Z; d’après (132),, ( 


~ 


my, 


du=s™(Adx+Bdz),  dv£s"(Cdx + D da), 


m étant le plus petit commun multiple de get s; et d’ailleurs, cette 
forme reste encore valable pour s—1, par exemple, à condition de 
: 


prendre m,=m. Ainsi 3° sera rationnel en Z (') et l’on déduit alors 
de (132): 

we + \ dz = : 
ou 


cases 
R(t) = ad — By, 


en posant s=(” et R (C) étant rationnelle en €. Mais la fonction ¢ (Z) 
définie par cette équation ne peut étre rationnelle en Z que si elle se 
réduit à Z (a une substitution linéaire près sur Z) et l’on a ainsi z=Z”; 
B et D sont donc indépendants de x; A et C, indépendants de z. 
Pour m’>A~1, on déduit de ‘notre lemme (n° 47) les relations 
*B—0o—y (ou «—0—0) et l’on a 


1 ds À 2 
(133) du—=adw+h(z)ds, dv= AC eh à dz. [h(z), fonct. rationnelle]. - 


(1) Car il existe deux entiers a et 6, tels que er 


_ poserons 
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Pour m? =1 (soit m=1), on trouve, moyennant une transformation 
rationnelle préalable sur (76) : 


du = a[dw+h(s)dz|+ ydz, dv =B[ dw +h(z) ds] + à ds 
(a8 —By 0). 


Enfin, on constatera aisément que l'hypothèse G—-2=-S- doit etre 
rejetée. 


(134) 


Cinquième cas. — En procédant comme au n° 51, on aura à vérifier 
une égalité de la forme 


asie, V2) Fi ar 2) ve Real here) = 


On trouvera g—2 ou 1. Dans le premier cas, on sera conauit au sys- 


tème 


dz 


(135) 3 | du = à dw + h(z) dz, rt 


dans le second cas, au système 


| (136) du — RE h(s)dz|+y -; dy = Bl dw + h(z).dz| i 


Sixième cas. — Une méthode analogue conduit (') au système 
(137) du= À dv = a dw + h(z) ds, 


9 (2) étant toujours donnée par (99) ou (100). 


54. Classification des systèmes ( 8 obtenus pour lecylindre elliptique. — 
Nous allons montrer que tous les systèmes (8) qu'on vient d'obtenir pour 
le cylindre elliptique dérivent de trois formes simples. A cet effet, nous 


Die i 4 D fie, an 2s 


(4) On montrera, notamment, qu'on doit avoir a= (6, %), ? étant une fonction ralion- 
nelle à coefficients numériques; et en s’appuyant sur le lemme du n° 47, on établira que 
l'une des deux formules 4; =I (s—aj)*;, 22=U (z—a}; (qui, a priori, représentent 
des courbes de pues 1) se pets à 31=1 (ou à me =) 


374 RENE GARNIER. 


[A (s), rationnelle en s, et A(a,y) en (#,y)] et nous désignerons 
par A, la valeur de l’expression A pour 


Nie 
h; 
TO ome 
j=1 


Ces notations admises, les systèmes (101), (104), (107), (110), 
(114), (122) rentrent dans le type 


dz 


P=" Ue)’ 


(1) He Bone d 


z'= (2) étant une équation de Briot et Bouquet, à intégrale générale 
uniforme. 


Les systèmes (127), (128), (131), (133), (135), (137) sont du type 


dz 

(1) u=aA, eet yal: 

Le système (108) est de la forme . 
(I) in rt D y= Bw + OB; 
et le systeme (130) a la forme 
(11) u—=aw+yB, -v=Bw+oB. 

Le système (115) s'écrit 
(IIL) u = ethtilos, = 9 — BA, 4 0 Logs, 
et le systéme (136), | 
(HT) u = aA + yLogz, p — BA + d Log. 


Enfin, les systèmes (105), (129) et (134) rentrent dans les types 
respectifs : 


(IV) u = et, r= Bw+ os + fatal, : 
(UV!) u=aw+y E + fr(x,y)ae], v=pw+dle+ [aca ae], 
CV) Sr | es ae Le e= BA+ ds, es | 


et, rappelons que les systèmes (89) et (go), précédemment rencontrés, 


SUR LES FONCTIONS UNIFORMES DE DEUX VARIABLES INDEPENDANTES. 375 
_ 8’écrivent actuellement : 


(V1) 4 u = etw+yB DE ebw+èB 


(VII) u — etAo+Y Logs p — ePActd Logs 


Cela étant, on observera que (IV) est une dégénérescence de (II) obte- 
nue en remplaçant dans (IL), z, 2,5 par 1 +¢z, eh, e-'d, et en faisant 
tendre « verso; de même, (IV’) est une dégénérescence analogue 
de (II)’. De plus, (V) est une dégénérescence de (III’), qu’on obtient 
en remplaçant dans (III’) z, y, à par 1+ez,e- yete ‘0; (II) est une 
dégénérescence de (VI) résultant des transformations ¢|1 +<¢, B|eB, 
|. De même, (Il) est une dégénérescence analogue de (II); (II) 
et (III’) sont des dégénérescences de (VII) et (I’)est une dégénéres- 
cence de (I). Finalement, si l’on observe que A n’est qu’une forme- 

limite de A, obtenue par coalescence ou croissance indéfinie 
des a;, on peut affirmer que le système (s) coincide avec l’un des sys- 
tèmes (5,), (S,), (S;) énumérés au n° 6, ou avec l’une des dégénéres- 
cences de ces trois systèmes que nous venons d'écrire. 


is = CINQUIEME PARTIE 


LES SURFACES ELLIPTIQUES DE GENRE ZERO. 


55. Les courbes elliptiques de la surface F. — Si la surface F est 
irrégulière, il ne nous reste plus qu’un cas à envisager : celui où elle 
est une surface elliptique de genre p,=o. Pour obtenir la forme 
générale des-expressions wu correspondant à une telle surface, nous 
commencerons, d’après le théorème I, par déterminer les courbes F 
de genre <1 appartenant à F. 

Tout d’abord, F ne peut posséder aucune courbe rationnelle [à l'ex- 
ception de certaines courbes K(n° 24) décomposées] : car les trans- 
formées d’une telle courbe par les substitutions (53) formeraient sur F 

_un système w', ce qui est impossible ('). 
A Le PE ce ea 
- (1) G. CasTELNUOvo et F. ENRIQUES, Ann. di Mat., ser. If, t. 6, 1900, n° 17 du 

- Mémoire. 


y: 


- 
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Je dis maintenant que si les courbes C (n° 24) sont pg enre o>t, PM 

q A + 

F ne peut posséder aucune courbe elliptique en dehors des courbes K. TEA: ss | 
ASS LEE 

En effet, soit une telle courbe; considérée comme fonction d'un a ‘om 


point de I, l intégrale de Picard U (n° 24) est une intégrale abélienne — 


de première espèce pour I’; les coordonnées d’un point deF's’ Gene Ee 
done au moyen de abi fonctions PRES P ES w' At et ae 
p’(U],, w',) avec (") wy +. CA 38 50 
w, —Aw+Bw, ay eae eg CAR G; D entiers). ‘ 4 Le a 

Soit alors U; l’une. quelconque des n valeurs de U, en Se F2 TR 
 modd. 2Q, 2’, qui correspondent au point x,y, 3 de; d’ apres a : ee 
on aura pour les valeurs correspondantes W; de We a a 
« AE + "4 = sae 

W,= Wip( lou a), P (Us| os, 4); P(U;|2, PP U1 oie a ss 


(Ww, fonction rationnelle des quatre RU) Ainsi done W; at ; : x 


[d'après (36),] seraient des fonctions elliptiques de U,, de périodes | a LES 


| SL 
_ primitives 2@,, 26; mais alors, d'après (51), les ever eree (x, 2) ae 


Cure C, re re U — const, ne pourraient être de genre & >1. 


Des considérations développées tout à l'heure il résulte aisément 
que Von a: ; Are } 7 En es * 


d’un Ne quelconque de F seraient des fonctions rationnelles — 
i P (U; lu, © w,), p' (U;les, w,) et les ; re : oe 


Supposons done o=r, et recherchons s’il existe sur F d’autres 
courbes elliptiques I que les Cet les K. F coincide alors avec l'une des 
sept surfaces que nous avons étudiées (n° 28 et 29). Appelons+ le rapport — 
de deux périodes primitives de l'intégrale U, et désignons respecti- 
vement par + et x, les quantités analogues relatives aux intégrales de 
première espèce attachées aux courbes C (de même module) et à. ae 


at + b : at 
cu+d (ad be 20), i ids ; Hi; =~ 3a 


* 


a, b, c, # étant entiers; de plus, comme les courbes CG découpaat à une 
involution sur Fr, on a encore _ ey ee RE 


t= Aye! aie B, 
~ Ga+D, 


(AyD, —B, 6,40), | 
i | 
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A,, B,, C,, D, étant encore quatre entiers. Il suit de là que les rapports 
de périodes = et 7’ satisfont à une relation bilinéaire à coefficients 
entiers, soit | 
Ar=hB 
Gr + |) 


(138) i= (AD — BC 40), 


ahs C, D pouvant étre supposés premiers entre eux dans leur 
ae. 

Ainsi done, si, pour & =1, il existe sur F des courbes elliptiques 
n’appartenant à aucun des faisceaux | C} et |K|, la surface F (qui était 
déjà singulière, au sens adopté par M. G. Humbert pour les surfaces 
hyperelliptiques) sera doublement singulière. 

Cherchons à définir analytiquement F. La surface F est l’image 
d’une involution appartenant à une surface de Picard F; cette involu- 
tion n'ayant pas de point de coincidence sur F, aux courbes elliptiques 
-C, K, T de F correspondent respectivement sur F trois courbes ellip- 
tiques (') C, K, TP. Or les coordonnées (x, y, 3) d’un point de F 
s’expriment actuellement (n° 28, 29) par des fonctions elliptiques de 
deux paramètres U, V. Le premier, U, devient égal sur F à la valeur, U, 
d’une intégrale de Dh de première espèce; soient 2 et 27m les 
périodes di x, y, = considérés comme fonction de U. Le second para- 


mètre, V, se transforme sur F en une intégrale de Picard (?) de 
première espèce, distincte de U; d'ailleurs, on peut multiplier V par 
‘une constante de manière que les périodes de x, y, 5 par rapport à V 
. soient 26 (C7 + D) et 20(AtT+B). Cela étant, sur F les courbes 
C, K, appartiennent à trois faisceaux elliptiques ; et comme F ne 
- possède que deux intégrales de Picard de première espèce linéaire- 
ment indépendantes (soient U et V), l'équation de I sur F sera de la 


forme Ol soak PP et 
aU+6V>ec. (a,b, ¢ =const.); 


(1) D'après la formule de correspondance de Zeuthen. 
| (2) Car sur tout point de F ne correspond qu'un seul couple U, V is des couples de 
périodes près). HE 
ann. Ee, Norm., (3), XU. — Décewane 1924. ; É 48 
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donc, sur F, l'équation de sera eR eee Agere CRT 
(139)  aU+bV=c. 

On obtiendra la représentation paramétrique de T'en remplaçant dans 
les expressions de x, y. 3 le paramètre U par — bt et.V par at + c': 


ainsi p(bt|w, wz) et p[at|w (Az +B),w(C7+D)] devront être liées 
algébriquement (‘), et par suite, il devra en être de méme de P (at|« ©, @') 


et p(bt|, w’). Pour qu'il en soit ainsi, il faut que : 


1° Sir est quelconque, b : a soit rationnel ; 


_ 2° Six est un nombre algébrique du second degré, b: a soit de la 
forme u + v7 (et y rationnels); la fonction p(Ulo, w’) admet alors co 


la multiplication complexe, et F est trivlement se Nee Se 


Ces conditions sont d’ ailleurs suffisantes pour pe rs soit une courbe 
elliptique. PA SRE Se 


En définitive, après multiplication de U par une constante convena- 
blement choisie, toutes les courbes CREER F SPA à F seront 
données par le tableau suivant : be als, 


Les courbes C sont de genre © SLAM EURE a. Courbes K. 

Les courbes C et Kite? . | 

se correspondent PAS aude 

_rationnellement : AS 

Les courbes C | | de PSE 
sont 7 ; 

de genre & —1 


c.. Courbes 
mU +rnV= = const. 
(metn entiers). 


il A. da. Courbes - 


Les courbes C et K se | 
correspondent ra- 
tionnellement : 


| 2 - (ms My, Ng entiers)... 


(I. Les courbes C et K n 'admettent pas la multiplication complexe: a 
_ (IL. Les courbes C et K admettent la multiplication OTUSEe. ) 


Ce point acquis, nous allons construire les intégrales de Picard de 


y 


() Car, d'après les n°* 28 et 29, y est une rainetion algébrique de p(Ulw, w'), et z une 


fonction algébrique de p [V|w (Ar +B), w (Cvs D)]; or yet 3 Cqui ne sont Ree constants Bs 


sur T), sont algébriquement liés sur I. 


= 


&, Courbes K et C. ef | 


(mUÜ-+(Ri+narV)=const. 


~ 
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troisième espèce I, appartenant ? à F, et dont les courbes Ré sont 
formées uniquement de courbes elliptiques is 
Dans le cas a, la réponse est immédiate : si f(x, y, z es, est 


l'équation du faisceau linéaire e [K|, I est une somme de la forme 


. Dans le cas D, I est égal à une expression I, augmentée d’une 


_ intégrale de la forme fle + ¢(U)]dU, «+ ¢(U) étant une fonction 


elliptique n’ayant que des pôles simples et admettant les périodes de 
l'intégrale de Picard de première espèce de F. 
Dans les cas c et d, la formation de I est moins simple. On sait, 


d’après les résultats de MM. Bagnera et de Franchis que l’invariant 9 


de M. Emile Picard est égal à 2 pour toutes les surfaces elliptiques 


dont le faisceau SE est formé de courbes elliptiques (même 


dans les cas c et d). Deux courbes C et K constituent donc une base 
pour la totalité des courbes algébriques de F; en vertu d’un important 
théorème de M. Severi on est sûr alors de pouvoir former une intégrale 
de différentielle totale de troisième espèce J’, ayant seulement comme 
courbes logarithmiques une courbe C, une courbe K (choisies. une fois 
pour toutes) et une courbe quelconque F : J’ pourra alors jouer le role 
d’élément simple dans la réduction des intégrales de troisième espece I. 
Toutefois, au lieu de J’, il nous sera plus commode de former un 
nouvel élément de réduction J qui devient infini sur let sur plusieurs 7 
courbes Cet K (‘). Pour cela, nous RAT d’abord la proposi- 
tion suivante. 


56. Théorème sur la réduction des ans /orpianpns des fonctions 
elliptiques. — Application : 


_ THÉORÈME (? ). — Sur chacune des fonctions elliptiques p (Ulw, ro), 


@). D'ailleurs, on passerait de J à ve en ajoutant à J des intégrales de la forme Has 
pour @ et b; cf. n° 59. 

(2) La proposition précédente est classique (cf. JorpaN, Cours d'Analyse; ty n° 309: 
E. Canen, Théorie des nombres; t. 1, p. 268); toutefois les méthodes employées ab 
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pIVIw(GT+ D), At + B)| on peut éeciber une transformation du 
premier ordre, de telle sorte que les rapports %,, x Done nouvelles peredes 
vérifient une relation 


(140) n™%— MT, = 0 (m, ns wes premiers entre eux). 


d’abord - eee ee 
if & wep Ore ee 
2 


(141) ad— By =r a's’ — Bly's 

d'après (138), 7, et 7, seront liés par une relation de la forme 

(142)  Ne=La+M  (L,M,N entiers) 

pourvu que a, B, y, 6, «, 8’, y’, à’ vérifient les relations (141) et 
(Aa+ By)y'= (Cx + Dy)a'. 


Or il est facile de déterminer les entiers Œ RES EO: répondant aux 
conditions précédentes. Puisque «! et y’ doivent être premiers entre 


eux, on aura 
: Aa+ By=de', Ca+Dy=)y’, 


À étant entier. Mais, soient à, le p. g: ©. d. de A et B, et 8, celui 
de Cet D, | 


(avec A=0,A, BB, C=3,B, DD) 


A,B, C, D étant premiers entre eux dans leur ensemble, 6, et à, seront 

premiers entre eux, et l’on pourra prendre a’ = 6,, # — 3, : il n'y aura 

plus qu’à choisir pour «, y deux entiers premiers entre eux et tels que 
à (A1—C)a + (B,—D,)y =0. 


! 


l' établie font appel, d'ordinaire, à un algorithme de réduction plus ne que celui es 
p- g. c. d. La démonstration actuelle n'utilise que cette derniére eg ee Hite se ene 
en cela de la démonstration de Tannery et Molk, 
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Les couples (a, y), (a’, y’) étant formés d’entiers premiers entre eux, 
on pourra déterminer 8, à, 6’, à’ de manière à vérifier (141). 
Faisons alors 
ati + bd , at, +b! 
Sta LE Peer 


me 


eae 


les entiers a, ..., d’ devant satisfaire aux relations 


(143) or G40 =e a= Adie PC 


La theaisesinite de yee sera bien de la forme (140) si l'on a pu choisir 
les entiers a, ..., d’ de manière à vérifier les équations 


ELEM ioe Nee, (Lo + Md)d'=N db’. 
A cet effet, on prendra d’abord 


La+Mc=pa, Lb+Md= 0’, 
Nes es Nawal, 


u et v étant entiers. Or on tire de ces relations et de (143) : LN = wy. 

Prenons BT Vs LN ; toute la question reviendra 4 résoudre 

l'équation 
Nb'—Md'—b 


à l’aide de trois entiers b, b’, d’ tels que 0’ et d’ soient premiers entre 
eux et que b soit premier à Ld’: car, s’il en est ainsi, on pourra déter- 
miner a’ aide de b et de d(—L4') deux autres entiers a et c vérifiant 
(43); ; et les formules 


a=La+Me, c'=Nc 


donneront pour a’, c’ un couple de valeurs qui, conjointement avec 6’ 
et d', vérifieront nécessairement (143),. 
Or, soit à le p. g. c. d, de Met N (avec M = M,0 et N=N,6); comme i 
on peut supposer L, M, N premiers entre eux dans leur ensemble, à 
sera premier à L; on posera b= Be et tout reviendra a résoudre 
l'équation 
: N, 6’ — Mya’'= 6 


(M, et N,, premiers entre eux) par trois entiers b', d', B tels que : 1° B 
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soit premier à d' et à L; 2° d' soit premier à b' et à à (car alors b=Be 
_sera premier à Ld’). Or soit e le p. g. c. d. de L et N, (avec L=ely, — 
N, = EN, ); ét appelons / le plus grand diviseur de L, qui soit premier 
à e; on aura donc L, — &,/, 2 étant premier à ¢,. Je dis qu'on pourra 
“satisfaire aux conditions requises en prenant d' = 1,. | 
En effet, / étant premier à N, et à à est premier à N; il existe donc 
un nombre D’ tel que Nb’ soit premier à / et la condition 2° est ainsi 
réalisée. Montrons qu’il en est de même de la première. ges 
SiN, 6’ —M,let d’L(=<e,/?) avaient un diviseur premier commun | 
0( 1), ce diviseur appartiendrait à ee, (c’est-à-dire à e).ou al. Mais 4 
ne peut diviser /, car il diviserait N,b’ et, par suite, Nb’ (qui est pre- 
miér à /); et, si 0 divisait e, il diviserait N, et, par suite,'M,/. Mais 

actuellement est premier à /; il devrait donc diviser M, et N,quisont 
premiers entre eux. | 
- En définitive, on peut donc écrire deux transformations modu- 


iced ) 
= at+B fae 8 
RP ~ Yad 


J 


qu eee (138) à la forme (140). On aura ainsi 


(144) peeks —(Ca+Dy)x'=o, (AB+Bé)y'’— (CB +Dô)a' Fi ea 
~ ta GDS CHER Seow AS NE ACE ee 


_À étant entier. = : 
Introduisons alors deux quantités. w,, .w" satisfaisant aux relations | 
(sûrement compatibles) À 


| wr =a, (ar, +B) (Ara Da co a 


(145) 
“ee = esi 6), : (Ct+D)o=(y't, +0), 


On pourra écrire : 


| p(U]o, aut) = piv Gee Bek (ot + Bu] p(U} 1, ET 
. PLY |(Cr+D)o, (At+ B)o] = p[V |(y 't+0')o4, (a'r, +B’ Jo, J=p(V|o}, w Ti). 


Mais on tire de (145) les relations 


Coi(ati +6) +Do:(yr1+ 0) = do, + 7 O4.%) 
Aw; (at, + B) + Bo, (yt +6)= Bo + a’ ot, 
(1) On a modifié ici les notations précédentes, 


>. 


* 
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qui, en vertu de (144), se réduisent à 


1 [4 
w= Amo, Oy Ty = AN 471; 


Faisons alors la transformation d’homogénéité A [qui laisse, 


dans (139), le rapport a : b rationnel], et modifions la notation des 
pére nos. ery One p U et pV pourront s’écrire 


(146) , NT Step mantea!) 


(m et», entiers premiers entre eux). 


57. La surface F est doublement singulière. — Ces transformations 
éffectuées, nous allons construire une intégrale de différentielle totale de 
troisième espèce qui ne présentera comme courbes logarithmiques que la 
courbe T,, et des courbes © et K. Nous supposerons d’abord que F est 
doublement singulière (cas c), et nous raisonnerons sur la surface I 
du n° 28, mais il n’y aurait aucune difficulté à étendre la méthode aux 
six autres surfaces. 

- Cette surface | est birationnellement équivalente : à la suivante (! Ve 


= 0), dr pV, 


py (comme plus loin) étant Dee définie par (46). Le tableau de 
périodes de F s'écrit actuellement:  — 


law o TOES 


(147) 


ie 2ma oO 2nw! 


et à un point quelconque de la surface répondent seulement. deux 
couples d’ arguments distincts Slat ve pent à (#47) : ce sont les couples 
(U, V) et (D, ENT 

PPS alors que Tuer: de rs s’écrive (? ) aU+ bV= 0 Co 


r 


(1) On a rmaditio la notation des n° 24 et suivants. L'intégrale de Picard U de F admet 


_ actuellement pour périodes primitives w et 20’. 


(2) En négligeant une constante additive (ce qui revient à augmenter U d’une constante). 


L 
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qui est le seul cas à envisager pour c); soient y et à les p. g. c. d. 
respectifs ( de a et m, de a ct n; appelons 54 la fonction de Weierstrass 
s(1| y, 6w’). 

Ceci posé, je dis que l’expression Log ®(U, V), où l’on a 


DU, V) = sal + SARA aU — bV +aw) 2 (BV er an; (bY + ay eal af ye 
, gal g(a +aw)s'b\ 
est une intégrale de Picard pour F, ne devenant infi nie log garithmiquement 
que sur V'et sur des courbes C et K. 
La première partie se vérifie aussitôt, car ®(U, V) est une fonction 
rationnelle du point (x, y, 3) : tout d’abord, ®(U, V) admet tous les 


. couples de périodes du tableau (147); ®(U, V) est done une fonction 


algébrique de (x, y, 3) à deux valeurs au plus. Comme d’autre part 
on à D(U+w, —V) —=D(U, V), on vérifie bien que cette fonction 
algébrique est rationnelle. 

Pour achever de justifier notre assertion, il nous suffira de de 
montrer que ®(U, V) n’a pas d'autre ligne de zéros que la courbe T 
(en dehors de courbes K), et pour cela, nous pourrons nous borner à 
établir la même propriété pour ¢(aU + bV). Or les zéros de cette 
fonction sont définis par la relation 


(148) aU + bV 4+ 2Myo + 2N du’=0, 


Met N étant des entiers arbitraires; j je dis que quels que soient ces 


_entiers, la courbe représentée par (148) se confond avec I. A cet effet, 


il suffira de montrer qu'on peut toujours déterminer quatre entiers 
Uris Us Less 1e, tels qu'on ait 


aU + bV + aMyw + 2N dw! 
Fo = a(U ae pie RS gt )+ b(V + ap.mo + ere | 


et, pour cela, il n’y aura qu’à résoudre en entiers les équations 


ab + bmp,=My, aps + bnu,= Nô, 


Or cette résolution est toujours possible, car a et b étant premiers” 
entre eux comme on l’a supposé, le plus grand commun diviseur 
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de a et bm se réduit à celui de a et m, c'est-à-dire à y; et une remarque 
analogue s’applique a la seconde équation. 


98. La surface F est triplement singulière. — Abordons maintenant 
le cas d du n° 55: les fonctions pU et pV (algébriquement liées) 
admettent la multiplication complexe. Soit ¢ le multiplicateur; le 
tableau de périodes de F peut toujours être réduit à la forme (147), 
mais w’ : w sera relié au multiplicateur € par les formules 


eo = aw + bo)’, ew =cwo+dw'  (ad—beA0), 


a, b, c, d élant quatre entiers. Enfin, À, £, /étant trois entiers premiers 
entre eux dans leur ensemble, |’équation de I’ s’écrira sous la forme 


AU+(k+le)V=o 


(en négligeant une constante additive). Cela étant, nous allons montrer 
qu'on peut trouver deux périodes 2Q, 2Q/ (dont le rapport est 
complexe) telles que l'expression Log® (U, V) du n° 57 — où cette 
fois a est remplacé par A; b, par 4 + le; dw’, par Q/; c(t] ym, ew’), 
par a(t|Q, Q’) — constitue encore une intégrale de Picard de troi- 
sième espèce attachée à F, ne devenant logarithmiquement infinie qué 
sur (en dehors de courbes C ou K). A cet effet, il sera nécessaire et 
suffisant d'établir (comme tout à l’heure) que: 


s 


1° Lorsqu'on augmente le couple (U, V) de l’un des couples de 
périodes du tableau (147), AU +(4+le)V augmente d’une période 
de o(2,Q,, 0"); . 

2° Pour augmenter l'argument AU +(k+le)Y de 2Q ou de 207, 
il suffit d’ enr V) d’un couple de périodes convenablement 
choisi. | 


En d’autres termes, pour que-la fonction o(¢|Q, 2) remplisse les 
conditions requises, il faut et il suffit que Q et Q” soient reliées à w 


. (1) Ainsi on verra aisément qu'il n’y a pas lieu. d'examiner l'invariance de ® par 
Vopiration DU, VU + Cope elle est assurée dès que la première, condition qu'on a 
énoncé sera remplie. 

Ann. Ea Norm.; (3), XLI. — DÉCEMBRE 1924. 19 


Le 


. rh heat à pas nul, les valeurs de Q et dQ’ tirées des équations (149 


ERA 
ER! 


J ee ré La LS : » 
(54). PENDU 
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etw’ parles équations ei Lo 
: ho = Reg Se ZA: oe Nite 
aes | lo= = p'Q+9'2', prs ‘ 
ENS inte ae =r 2: +52’, _ dé 5 Re 

iv Men Ea Fee “4 

Q [hay + km + ams + eden 

| EAN Æ knh, + L(bm>, of ately a Bien 
CPE Re Q= [Apt km pa + l(amp:+ cnpy)Jo ae aa 
+ isles hres ae (Era © 1e dns)", ‘aie pe ame oy 


(149) 


où P OP’ gir,sr,s, re da 2 de Hay ta Bar Be H+ désignent T 


16 entiers à déterminer. + | i ee af 


‘comme je nes ©: Q est. imaginaire, on. voit aussitôt ate a 2 
LU J Ces. + CRE ie 
aus (150) entrainent le système € PRE DRAP oe TE 
| fs Nr $ PES ES 


phi pst raat Es, PH +p! Bae rps reso, : 


Bi | 
aa ie ieee Bates T+ gba sb - 


no) D'autre part, pour la méme raison, les équations (249) entrainer à 


“(5a 2) j (k+ la) mp ae Ib mp! = hr, + la)» mq = je es 3 
vi leap + ER oe = hr, ESA Leng+(k+ ld) ng! hs’ 
£ De Jan 
Et, réciproquement si les équations (5 1), (52) sont Lee o et si au 
Pun au moins des déterminants extraits de ela matrice et DFA gs: de 
un. : £a Nos ee coal Pp 2 | AT Les “a ‘Aidt 
RATER PE gags el AE Pa SRE 


 pondant à ce déterminant satisfont aux UE Gao) 
ie | ARE AS | 
Ore considérons le système | de 4e ss és ae 


LG lay, mats my =! hwy 
tee <I: lena oe RÉ ny Shey | 


aux vntiers inconnus e Ye l'E choisissons sie 
Sas CE q 5,87). deux solutions de EL formant un. S 


Dre. 


er 


' Rs CUP A 
at ( 44 xe Wee BS a in . 7 = ~~ LA ; 1 "fa ag 
; RE RE k oh dae Kh pa, i 
À kr. > re te 
ys ax ‘ * He * . 
Ms: | ts ve 
RES ANA 
3: ter Seas 
PSS a + PAPE AE: 
f re Peay 
¢ * 
“ta = x 
“ > * r! 
4 - 
4 ‘ 
¥ 
- = "LT 
” EC 
? 7 
mye 
w à si 4 ieee Ww 


ARE Ua 
C4 . 
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mental [c’est-à-dire telles que les déterminants extraits de (153) soient 
premiers entre eux dans leur ensemble (*)]; en vertu de la propriété 
que nous venons d’assigner à leurs coefficients, les deux systèmes (151) 
aux inconnues À; et u; seront sûrement résolubles en entiers. 


Remarques. — I. Tous les systèmes fondamentaux de solutions : 
pour (154) se déduisant de l’un quelconque d’entre eux par substitu- 


tions ce de déterminant +1; Q et Q’ seront donc définies à une 


transformation modulaire près, et l’on voit que ; ; 


Quel que soit le système fondamental choisi, la tion c'(11Q, 0") 
qui en résultera restera la méme. 


IL. On vérifiera aisément que la construction obtenue pour ¢(¢|Q, Q’) 
dans le cas d du n° 55 comprend, comme cas particulier, la solu- 
tion o(t| yo, do’) du cas c : il suffit de faire J = 0. Inversement si l’on 
veut former une fonction o(¢|Q, Q’) répondant à la question pour le 
cas d, il ne sera pas toujours possible de la prendre égale à o(1|y'o, 
d'w) : il suffira d'indiquer l’exemple suivant : pour la surface F on 
14—=9,0=— 2, t—=7, d=—3;m=1 n=1; et pour la courbe c, 
h=3, k=1,1= 2, on observera d’ailleurs que le corpsx(e)— #(Y—5) 
contient des classes d’idéaux non principaux. 

59. Forme générale des. coefficients de (s). — Ces préliminaires 
établis, il sera facile d'exprimer en fonction de U et Vles différentielles 


du — RCE dz +B ay). 
et Ts On aura ad eas 


Ja [Pay ou, Log@,(U, V) +I 


i | 


(1) H. a3 STEPHEN Suit, Phil. Trans. he Roy. Soc. of Tandon, vol. 14 (1861; édité 
en Fi Pp. 297; Un RE de Crelle, t, a a 


- 


the 
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avec (') | 
dy(ajU + 0, V +c;)3;(a;U — b; Vick HS Fate 
d,(U. V om x d,(b; V — 8,0") 7;(b; 5 eB 
Re Za UF 0) 34,0 ajo TEL ¥ 


LA 


ajU+6,;V +c;= 0 étant l’équation de T;eto'; étant formée au moyen 
de deux périodes 2Q,, 20° vorveuportlant à r,. De plus, J, sera une 


intégrale de troisiéme espèce n’admettant comme courbes loga- 
rithmiques que des courbes C ou des courbes K. Or les courbes K 
appartenant au faisceau linéaire V = const., on peut écrire Cy 


= io = di) + {terse 


? 


CE étant une somme d'intégrales normales de troisième espèce 


relatives au faisceau elliptique ‘C4; o(U) est done une fonction 
elliptique aux périodes wet 20°. es 
Enfin, on pourra poser. : 


Â (x, y, 2) ds+ Be y, 5 ure A(U, Moti ead be V)av 


et il nous reste à préciser la forme de A et de B. 
Pour abréger le langage nous dirons qu’une fraction #(U, A0 est 
normale si elle satisfait aux conditions suivantes : 


1° £(U, V) est une fonction elliptique de od et de aa) admettant tous ae 
couples de périodes (147); 
2° $(U, V) vérifie l'équation 


(U +0, —V)=4(U, V); 


BP. #(U, V) n’almet aucune autre cour be polaire que la cour be ¥ ==.0 
ou des courbes C. | 


(1) Dans le cas où F serait ‘triplement singulière, on apporterait à cette notation les 
changements indiqués au n° 58, 


(2) Ceci s'accorde bien avec le fait qu'une expression fmev+s S(pV)p'V]dv 


(R ct S, fonctions rationnelles) ne peut être une intégrale de Picard pour F ae si elle . 


reste invariaale par la- transformation V | = Ae on bus donc avoir Res =0, 
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Si CU, V) possède les deux premiers caractères précédents, mais 
admet des courbes polaires MEN gusleaiquey,. nous dirons 
que ¥ est semu-normale. 

Il résulte aussitôt de là qu’on peut mettre toute fonction normale 
‘sous la forme 
CU, V) =D o(U) piv + p'V Ÿ Y;CU) pV; 


é sr Le 


les exposants 7 et j sont positifs ; pv désigne toujours la fone. 
tion p(V| mo, nw’); enfin o,(U) et );(U) représentent des fonctions 
elliptiques, de périodes 2@ et 20’, et telles que ) 


QU +) = g;(U), LU +w)—=—v%,(U). 


. Cela étant, ACU, V) et BCU, V)p'V vérifient sûrement les deux 
premières conditions précédentes; enfin, quitte à modifier la formé 
de J, et à augmenter le nombre des ®; on peut toujours supposer 
que A et Bp'V vérifient la troisième condition. On aura ainsi, en se 
bornant aux termes de plus haut degré en pV: 


55) | A ay plV +... a+ (Syp’V 4::.#6,)p'V, 
B= ynptV ++ Yo + (pl V +...+ d)p'V, 

avec é 

186) ap(U+w)=ar(U).  B(U+w)=—$6,(U), 


yr(U+o)=—~7,(U), — “6,(U + o) =8,(U), 
En résumé, nous pourrons donc écrire 


(157)  du= WIH(AdU + BdV). 


A et B ayant leurs valeurs (155), avec en outre : 


: FPE P 2 ; SEN 
W = Ne, pe [[ev-a, n=], v. 
d : ; j=t 


60, Conditions a’ integ abilité. — Ceci posé, exprimons que du est 
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une différentielle exacte; nous aurons 


> 


; P N 
À IN 
(158) (> ner > 
| on 


Lt VX 


+ (poupe iV -+...) p'V -+ By(4v + 6) pr V +...» 


N à 
BB E 9(U)+ > wae | + yxptV +...+(dppPV +..)p'V 


JA 


avec 
C; =¢;(a,0 +b;V+cj)+£,;(a;U—b,V + a;o +c;) 
—€;(a,U + ¢;)—0;(a,U +a;o+c;) 
Dj; =¢,(a,U = 53 D; + c;) —¢,(a,U — b;V + ajo + Ci) 
+ 6(b, V—djo') + Ë;(b;V + ajo + du) —46;b;V 
| - c,b\: ie 2 à LRQ y 2  GjU+c; : 
(et Cie =) - En particulier, faisons dans (158) V = — Spor 
viendra : Ti de 
(159) AU, Se ees 4) — a;B (u, a eet) 
; j . b; 


ajU+a; 
pe 


| oO ÆC; Fa : 
en prenant V = / on aurait une relation de forme.ana- 


J x 
logue; mais A et Bp'V étant normales, cette seconde relation n’est pas 
distincte de (159). 


Faisons encore pV = d,; si, conformément, à (155), on éerit , 
A(U, V)=A,(p¥; U) + A;(pV; U)p'V; 


on trouve aussitôt que A, et A, s’annulent pour pV = d,, soit : 


(160) - | A,(d;; U)=o=A,(a,;U) 
, . oer eee) mae —9,0'’—aw : 
et un résultat analogue s’appliquerait à V = 7 eV = SET 


Observons enfin que C; et D; sont des fonctions rationnelles de Dy 
et p’V, et que, dans le voisinage de V = o (ou d’un point équivalent, 
mod 2mw, 2nw’), on peut écrire, en se bornant aux termes prépon- 
dérants : | ox 


IV a 
Ge Ey Fer) D,= { ? 
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La comparaison des termes prépondérants de (158) dans le voisinage 
de V =o donnera alors : 


(161) ï  p=p—t, T=v+2 


avec 


J=1 1=1 


fas a hy Eee 3) =ta+ sie 


( N P 
| “(2 22h steno du1 + Opt; 


(162) 


NRA 


61. Rduelion de du : premiére étape. — Ces préliminaires établis, 
il nous sera possible d'étendre aux surfaces elliptiques Ja théorie 
développée pour le cylindre elliptique. Nous ferons voir tout d’abord - 
comment on peut augmenter h; d’une unité (en supposant toute- 


fois h; Br. 


A cet effet, démontrons d’ abord la proposition suivante : 


LEMME. — Sout 


à N ‘ | Fr 
F(U, V)=] Jo U,V),  G(VM)=[fGœv-2); 
yj=1 : t= 


on peut construire une fonction normale (n° 59), E(U, 7 telle que le 
long de Y, le ie) a, EC, FG NE la même succession de valeurs 


que eee V). 
En peu on peut écrire : 


Ztus, G+ eV Yeu 


L 


an 
a 0, FG 


‘ 


SUR 


les symboles R;, S;, T; désignant des fonctions rationnelles de pV, et 
_les coefficients is vb; (ou @;) des fonctions elliptiques de U, aux 
* périodes 2, 20’ as satisfaisant aux mêmes conditions (156) que les 


coefficients a, et à, (ou By et y). Or le long de I, on a, par 
+ Ci + Ci 


exemple, V = — ce dans is fonction p(*) remplaçons U 


- 
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par U + ko + 240’; lorsque les entiers À et » varieront de toutes les 
+ Cy 


À > 5 a,U 
- . manières possibles, la fonction p NT mo, new’) prendra succes- 


. Sivement un système de % valeurs distinetes. Écrivons alors 


Zus i|p Ces ee . 
Dr on [> — =2)| ae (TE) 


les A, étant des anne de U à déterminer; et dans cette égalité 


’ 


remplaçons successivement U par les 9t valeurs U + Àw + 2uw' du 


système complet précédent. On obtiendra ainsi pour les A, un système 

d'équations linéaires dont le déterminant est sûrement différent de 
zéro (pour U arbitraire); et les A,, s'exprimant par des quotients de 
déterminants qui se multiplient par le même facteur ib kee 
augmente U de Aw + 2uw', admettront bien les périodes w et 20’. ‘On 
déterminera de même les M,(U) par les équations 


@.(T) Teh aU +e va 
eur [r(5=2)] 5 uyi (ate) 
Sawn EE a) = b, 


et l'expression | 


JC —1 
: E(U, V)= Ÿ [A(v) )+ MU) p VIP V. 


Eee 


salisfera manifestement aux conditions requises. 
Cela étant, revenons à notre pipettes et posons 


t= iy WZHEGE. 
ate 

Nous aurons ; 3 
s db . / N | AE >i , 

WZH = male cruemeue nie 

CR rs Ao 3 RE had whe 
; , i! { P (k y N A 
à. NS - SE p' ; 
PTE +Ÿ +1), D; || roe OV sa 
us: j=1 | 


’ 


LACS 


Te RS 
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Le second membre de cette relation est du type eA'dU + BY dV, A° et B* 
Grant des fonctions semi-normales : i en résulte que 


du, (= du — d&) 


est une difforenticlle de même forme que du; d’ailleurs, le long de T,, 
a,C,EFG prendra les mêmes valeurs que A(U, V); par eae 


d'après (159), 6,D,EFG go les ne valeurs que B(U, V); on 


ne ERG — A, b,D,EFG — 


en déduit que et , B posséderont les caracteres 
®, 


de fonctions semi-normales; dans du, os sera donc remplacé par k, +1, 


_tandis que les autres A(/;) et A(4,) n'auront pu diminuer. 


Dès lors, en opérant ensuite de proche en proche, nous pourrons 


construire une expression semi-normale E,(U, V), telle que pour la 


différence du, ==d(u — WZHFE, ), de forme analogue à du, chacun des 
exposants h; satisfasse à l’une des conditions RL) > LOU = 7, 
Pour ne pas compliquer la notation, nous écrirons encore du, sous 


la forme WZH(AdU + BdV), en laissant à A et à B leurs expres- 


sions (155). 


62. Réduction de du : seconde étape. — Les h; étant ainsi fixés, je 
dis qu'on pourra, sans diminuer leurs parties réelles, augmenter d'une 


unité chacune des &(k;), à moins que k, ne soit égal à —1. 


Pour le voir, observons d’abord qu'on peut former une fonction 


normale — vor 
- K(U, V)=K,(U) +K,(U)p'V 


telle que, pour Px = dis la fonction 


B(U, V) 
CA +1) F(U, V) p's 


coincide avee K(U, V), et cela, guelie que soit la détermination adoptée 
es LD 
Effectivement, si l’on a 
- Sow,(v) ap) + p'V¥ 9(U) (pV) 
B(U, V) AC i 
LeU) e(pv) 


ere. 


(Ch DEC, V) pV 


Ann. Ec. Norni., (3), XLI. — Décenune 1924. . à _90 
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les sy mboles £;, jy 9b;3 Pi Gi T ayant des propriétés analogues a 
celles de «t,, w,, €; R;, S;, T;, il n’y aura qu’à prendre 


Ÿot(U)5(41) 


> RMD) nt): 


i 


et de même pour K,(U). Dès lors, si l’on retranche de du, l'expression 


K,(U) = 


G(pV) 
de, sed| WABF GP as K|, 
la différence aura même forme que du, les A(A;) ne pouvant avoir 
diminué; d’autre part, dans de, le coefficient de dU contient en 
facteur pV — d, avec l’exposant #, +1, comme celui de dU dans du, 
[d’après la formule (160) LANCE à du, |, et celui de dv. est de la 
- forme 


WZH eee V G(pV KE = « |: 


V—d, Way 
l'étoile désignant des termes qui s’annulent pour p¥ = d,. D'après le 
choix de K, pV — d, figurera dence dans la différence du, — dé, avec 
un exposant de partie réelle 2Aa(4, +1). 
Comme précédemment, il résulte de la qu'on pourra construire une 
expression semi-normale E,(U, V) telle que la différence 

duy[= d(u — WZHFE;)] 
soit de forme analogue à du, chacun des A; ou des #4, satisfaisant à 
l’une des rie 
(163) R(S)>—1 ou g=—1 (g =A; ou kr). 


Bien entendu, on pourra choisir les nouvelles valeurs des h; ou des k, 
de telle sorte a des sommes (') 


COTES et, p=3S + Durs! 


jt Let 


ne soit nulle. 


(1) Pour ne pas compliquer la notation, les symboles qui figurent dans ces sommes 
cl dans les développements suivants sont re: gardés comme s'appliquant à dus. 


4 
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Supposons alors que l’on ait (pour dus)w>2N+P,v>2N+P 
et formons (* ) 


L 


dGs= al ALES Vu—2N-P Ye 7\v—2N—P ./ | | 
| : fi (pV) An A fa (pV) p 4 ( 
avec À 4 


b} 
= wy) F(a jo + 0; wl)? 


quand Y tend vers o, 


D a aisément que de, 
est de la forme 


dé, = WZH(À dU +Bav), 


= A et B étant des fonctions normales analogues à-A et B, soient 


+ 


À —À,+ À pV, BD, pv: 


AS ee pre B, sont des polynomes en pV et, d’après (162), les termes 
de plus haut degré dans ces polynomes sont identiques respectivement : 
à ceux de A,, ee Die 

Finalement, il est done établi qu’on peut construire une expression 
semi-normale E(U, V) telle que la-différence 


du'= du —WZHEG ©) = WZH(P, dU + Q, aV) 


soit encore de la méme forme que du, telle en butte que les expo- 
sants h;, kc de du’ satisfassent encore à (163) et.que, pour P, et Q, — 
de. ae analogues à (155) — jes Sos uet y soient au | plus 
égaux à 2N + P — 7. 

L’énoncé précédent suppose implicitement 2N + P £ o. Dans le cas 
contraire, N et P étant nuls, on montrera aisément que si LogW ne se 
réduit pas au logarithme d’une fonction elliptique (à un facteur ration- 
nel près), le même procédé de réduction donnera du = Wa(U)dU, 
a(U) étant une fonction elliptique de U. - 


Ke 4 


‘@) si ba avait, par ease, re DN SSP ov aN ep on Supp Usen de db; les 


: termes en p'V. 
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63. Conditions d’uni formité : Réduction défi nitive ile dU Dar hep e 
these (H). — Dès lors, si l’on procède comme pour Je. cylindre ÿ 
elliptique (n° 42 et 43), on aboutira à à la conclusion suivante : re a 


_ Lorsque duet dv contiennent respectivement en facteurs deux termes Ww, 
: et W, satisfaisant tous deux à l'hypothèse H (n° 40), 4 les solutions æ(u, CD Pas 

2) ES y(u, 9), z(u, +) dusystéme (8) ne eae étre uniformes que st Arne 
réduit à l'un des ere suivants (* te Pi gee ye eee ke 


“tan ORALE Re nari LR ET 
en Sp Ct TR ES El = LEE « ER oa sy 
Gite 8 5 tats Re eS Sees ea eo RS RE 
- | Hs por FRE | “Sa Mig e RASE 
Cas cetd £2. ars Le ET ee à LISE FRS ES 
+ ? KMS " + è AUCUNE CA = W. PAT : he Ÿ. IE er eats 
a / AN ope - Lt ame, SN 43 : 
sans Dans les cas = précédents, les courbes K sont t supposées avoir our a 
5 Cr R 7 os 
. équation s = const... atts on a posé : Le : Rc a SESE 


ER EE So 


Ç ie 


to, » P54 iw, oe 

= ¥ oe De na Sar 4 “fom CNE PR Te Porc; Ms ny 

a ik Se i eer Wise Rec mye ce oe, tae 
st 


, 2 ie ee: i te [ean s | m-le vi 


Bes ees i Se. He an 


we étant de. la forme (155). MS Æ 4 Oe 


re On observera que le résultat ue reste aie mêm 
ae | mais indiqué i à la fin du n° 62. En effet, oe 


a ig 4" 


fees a 08) Fe ah ole yan 


Lie avec 40 se oe -o les Foi du Faisceau ir Ii ony one er 


+: 


y — ig 
ad 14 var RL TE NP oe ee 3 = ÿ * * = it i 
on wt ue 4 ge t ~ oo. J 
PSE de SL “er a ce joe DT ca am) yt s a 
Ea Nee à ( Dies PNR Pe + P 


Ww acu) av: =e 


pt De LE eT ; 
: . > fi « 


Linea He 
tre encore dans Je 


i 


ne ren 


(165) u=xYe.- 


. 
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Comme au n° 44, on montrera que si æ(u, ¢), y(u, 6), z(u, 6) sont 


_ uniformes, les systèmes précédents se rangent*dans l’une ou l’autre 


des catégories suivantes : 


I. Cas b,c, d: 


> 


au+y [9 (Lau BU+6 | S(U)du a 
ay, == 2 2° (avec == pV); 


wi € 
_ 1.Gas'a, b, 6, d': 


u = EU 7% zy, p = eBUZB 20 


avec z==pV pour les cas b, c, d et L= =[[e-4 )*r, 


1=A 


64. Forme du système (8). — Nous montrerons d’abord que le 
système I ne peut avoir de solution (x, y, z) uniforme en u et 9. 

En effet, rappelons d’abord que, y, z sont des fonctions elliptiques 
de U et des fonctions rationnelles d’un couple de variables [(T, W), 
dans la notation du n° 25] algébriquement liées; actuellement, la 
variable T peut être prise égale as et la seconde variable, que nous 
appellerons ici €, est définie par une relation 


(4o bis) | g(z, C=O 


Ainsi, à tout point (a, y, =) correspondent n systèmes de coordon- 
nées (U;; z, %;), les €; se déduisant de ©, par les opérations d’un 
groupe abélien isomorphe à celui qui fournit U; à partir de U,. 

Cela étant, observons que, quelle que soit la constante x, l’inversion 
du ponts 


> 
6 


au-+ '3(U) aU. . buU+6f S(U) aU 
Wf ST, tue 5 
devra donner pour æ, y, = des fonctions uniformes de u et ¢. Or, on 
déduit de (165), avec les notations (7) : 
= a dU 
j= 6’ Logu—y' Loge; xz u Poe af 
Attribuons alors à u et ¢ des valeurs LE vo (Æ o); soit U, 
une valeur correspondante de U, et choisissons x de manière que la 
fonction z(u, ) définie par (165). soit égale pour u=u,; f =, 
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(et U=U,) aun point éritique e de la fonction C(z) définie par (40 bis). 

Nos constantes ainsi fixées, prenons ¢ = 9, et faisons décrire à & un 
cercle arbitrairement petit autour de u, (à partir d’une position initiale 
arbitrairement voisine de u,, mais quelconque); U et s varieront très 
peu et reviendront à leurs valeurs initiales; d’ailleurs z décrira un 
contour fermé autour de e, et la détermination initiale de (zs), soit G, 
se sera permutée avec une détermination différente, soit ¢;. Mais 
l'opération U'= U,, x’ = 3, C=C; (7 #1) ne peut laisser invariant le 
point (U,; z, ¢,) de la surface-F. ‘ 

Ce ONE Bs 


Reste le système II, Or on en déduit d’abord, avec les relations (7), 


zu pp, 


Ce qui exige a’ == p, Bag (p et g entiers). Supposons alors qu’on ait 


Q M 
Ze [=a fee) 
- (1 rk ee 

les e; étant les points critiques de la fonction ¢(z). On tirera de Il . 

Q .oM 2 

U +) k, Log(z —d,) +Y 0; Log (s — e;) =o Logu _ y' Loge. 

=, "TE 
Or, il suffit de se reporter à la représentation paramétrique du n° 27 
pour obtenir sous la forme suivante les conditions d’uniformité 
de æ(u, %), y(u, v), s(u, v). Tout d’abord on devra avoir 


( . Vas 0 ee 3 Q 
amb y' = 0, 210 = 0, 2rik,= 0 (mod 20, 20’), 


les périodes primitives de U étant 26, 2’, De plus, si un Jacet simple 
direct autour de e; permute &, et Em, et si à cette substitution du 
groupe G correspond une substitution Um, =U, +20; du GPO G 
-(n° 25) on devra avoir te ) 


2nip;+2Q;—0, 


(3) Ilrésulté de là que Les Paes critiques e; dowwent né rie ton 
dans (8). q j dow n cessatrement figurer 
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et, reciproquement, ces conditions sont évidemment suffisantes pour 


Puniformité de a, y, z. 


65. L’hypothese (H) n'est plus vérifiée. Nouveaux systèmes (8). 


_ Lorsque du (ou de) ne vérifie plus l’hypothèse (H) du n° 40, on établira, 


comme au n°45, l'existence d’une transformation rationnelle 


(66)  æ=æ(X, Y,Z), y=yiX VL), > s=3(X,Y,Z) 


qui changera (8) en un systeme 


+ 


| du=(X Y, Z) AX + (x, M 2) 4y, 


(167) 
| He. Y, Z)aX +@(X, Y,2)dY, 


où l'on à uw — Logu ou u; dé ava. les fonctions X(u, ire CES ss 
Z(u, v) définies par (167) devront ètre uniformes. Mais (163) est wn 


système (A, ) attaché à une surface %, transformée rationnelle de F 


par (166); puisque X, Y, Z sont uniformes, on peut supposer que $ 
se réduit à une surface rationnelle, un cylindre elliptique ou une 
surface hyperelliptique de Picard. Le premier cas ést à écarter, 
puisque F est irrégulière ; le second également puisque F a le 
plurigenre composé P,+ P,> 1 (tandis que pour le cylindre ellip- 
tique P, + P, = 0). $ est donc hyperelliptique, ce qui exclut le cas a 
dun°55 (‘), et possède deux intégrales de Picard de première espèce 


- à deux périodes, U, et V,. D’après la solution du problème (A,) on peut 
; écrire dans le premier cas de la page 356u = Dave Ve daitleurs, 
il (RE des développements du n°55 que l’on a 


AU — 80 + b dV, 


et, ayec une notation ‘analogue, dV,= cdU + d dV; ainsi le système 
différentiel (s) est de l’une des formes : 
1° - re sx = CUT, g=cU + dV, 


Se EE à u—a@# bY, g=cU + dV. 


Il nous reste à exprimer que, réciproquement, les systèmes précé- 


dents sont bien des systèmes (8) attachés à F; et, pour cela, il nous 


; (1) es la surface F ei l'une des sept & sur faces des n° 98 et 29; les notations U el V 
du numéro actuel ont la même signification que dans ces numéros. 
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suffira d’ exprimer qu’en un point (a, y, 3) toutes les déterminations , 


de du et de sont identiques, à des facteurs de proportionnalité près: 


En d’autres termes, lorsqu’on change UenU+Q, et Ven AV (A#1), 


du et dv doivent être remplacés par des quantités proportionnelles. ; 


On arrive ainsi aux résultats suivants : 
1° On doit avoir b= 0, cd — 0; (8) coincide avec le système 


it el Eee 


~ 


2° On doit avoir ab = 0 = cd; (s) coincidé (à une transposition 


près) avec le système / 
ue U, En 


qui est une dégénérescence (') du précédent (?). 


‘Il reste ne examiner le sixième cas de la page 358. Or, écrivons, 


par exemple, 


u ou pe + dV) -+6| el + dV + fre + OV) dav +6V iv) 


et exprimons que la substitution (U, Y| U + Q, AV) multiplie par une | 


constante la différentielle du second membre; on obtiendra deux 


équations qui exigent que / se réduise à une constante sauf si l’on a 


ab = o. Le problème se termine alors aisément et l’on trouve que (s) 
coincide avec l’un des systèmes | 


(3:)! wou Logins aU + [ 7) av, Peay. DSOV)=s(V)I5 


(8) wou Logu = aU; 0 =BV +f a (U)aU [sU +2)=g(U)}. 


La surface F est alors l’une des sept surfaces dela page 320 et il serait 
aisé de former explicitement dans chaque cas les fonctions elliptiques 


FCV) ou g(Ü). | 


ACER ‘Cf. n° BA, ae Jin. 
(2) Par exemple, si F est la première surface du n°98, et si Yon adopte pour la repré- 


senter la notation du n° 57, complétée par 4 33 — y2z — ys=,f(2), on aura un système (8) 


de la forme 


dz 


DE x 
Vo 


S54 Le Pa 
pe 


du = 
f(4) 
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